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Introducere

Teoria generala a relativitatii, formulata de Einstein in 1905, este una dintre cele
mai faimoase teorii ale secolului XX. Teoria explicd comportamentul obiectelor in spatiu si
timp si poate fi folositd pentru a prezice totul, de la comportamentul planetelor pand la
existenta anumitor obiecte si fenomene, cum ar fi gaurile negre.

Unele dintre aplicatiile sale sunt:
e Sistemul de pozitionare globala (GPS)
e Centralele nucleare
e Studiul gaurilor negre, supernovelor si al altor fenomene din spatiul cosmic
e Comportamentul luminii in conditi diferite

Electromagnetismul a creat o mare revolutie in domeniul aplicatiilor ingineresti. In
plus, acest lucru a cauzat un mare impact asupra diferitelor domenii, cum ar fi domeniul
medical, industrial, spatial etc. Putem gasi o multime de aplicatii practice a
electromagnetismului in viata de zi cu zi, de la aparatele de uz casnic pana la aplicatii Tn
cercetare. In aplicatiile casnice putem observa fenomenele in iluminat, incilzire si aparate
de bucatarie; in sistemele de comunicatii acest fenomen exista in toate echipamentele de
telecomunicatii si in retelele de comunicatii; in sistemele industriale acest lucru poate fi
aplicat In motoare, generatoare, senzori si dispozitive de actionare etc.

Ecuatiile Maxwell formeaza baza teoriei electromagnetice. Deci, sunt utilizate in tot
ce implicd energie electrica, magnetism, radio si lumina.

In aceasti lucrare vom incerca sa vedem electromagnetismul prin prisma relativitatii
speciale si generale. Lucrarea este formata din trei capitole.

Tn primul capitol vorbim despre calculul tensorial care este esential, mai tarziu,
pentru discutia noastrd din capitolele 2 si 3. Aici discutdim despre dualul unui spatiu
vectorial, forme multiliniare, dam definitia unui tensor, vedem care sunt coordonatele unui
tensor intr-o baza, prezentam operatiile cu tensori, vom vedea cum se transforma
coeficientii unui tensor la schimabarea bazei. De asemenea, vom discuta despre ridicarea si
coborarea indicilor, cAmpurile vectoriale, campurile tensoriale, conexiunea liniara, metricile
riemaniene, operatorii diferentiali si despre formele alternate.

Tn al doilea capitolscopul nostru este de a vedea electromagnetismul prin prisma
relativitatii speciale. Vom vedea ca observatori din siteme de referintd diferite nu vor fi de
acord cu ceea ce numesc campuri electrice si ceea ce numesc cadmpuri magnetice. Vor
observa densitati de sarcind si curenti diferiti, dar toti vor fi de acord ca acestea sunt legate
de aceleasi ecuatii ale lui Maxwell. Vom vedea cum ecuatiile lui Maxwell se pot scrie sub
forma a doua ecuatii covariante, fiind astel compatibile cu relativitatea speciala.

In sectiunea 2.1, a acestui capitol, prezentim o scurta introducere a relativitatii
speciale. Aceasta este bazata pe doua postulate: principiul relativitatii restranse si invarianta
lui ¢. Pe baza acestor postulate, Einstein deduce transformarile Lorentz, care leaga
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coordonatele de pozitie si timpul unui eveniment fizic E in doud sisteme de referinta
inertiale (SRI), S si S’, unde S’ este in miscare relativa, cu viteza ¥ constantd, in raport cu
sistemul S (ecuatiile (2.1) si (2.2)). Aceste trasformari au serie de consecinte: dilatarea
timpului, contractia lungimilor, compunerea vitezelor, relativitatea simultaneitatii si altele.
Discutam despre invariantele Lorentz, care reprezintd o cantitati fizice ce ramane
neschimbate la transformarile Lorentz. Continudm cu 4-vectorii, pe care-i definim
extinzand notiunea de 3-vector prin adaugarea, pe langa componentele spatiale, a unei a
patra componente, cea a timpului. Aici vedem cum se transforma un 4-vector prin
introducerea matricei A (2.5). Discutam si despre ridicarea si coborarea indicilor. Vom
vedea ca aceasta operatie se realizeaza utilizand metrica Minkowski n. Introducem si
notiunea de co-vector, care este de fapt un obiect cu indice inferior, Tn timp ce un obiect cu
indice superior este numit vector. Tot aici vom vedea cum se transforma acesti covectori.
Discutam apoi despre forma covarianta a unei ecuatii. Aceasta se defineste ca fiind o
ecuatie exprimata exclusiv in termeni de 4-vectori si invarianti Lorentz. Acest lucru este
important deoarece o ecuatie care se poate scrie in forma covarianta este compatibild cu
relativitatea speciala. In finalul acestei sectiuni prezentam: timpul propriu, distanta proprie,
4-viteza, 4-impulsul, operatorul diferential d# si operatorul lui d’alambert D.

In sectiunea 2.2 vorbim despre curenti conservati. Aici introducem 4-densitatea
curentului J# (2.18), cu ajutorul careia, ecuatia de continuitate se scrie scrie sub forma
covarianta, compatibila cu relativitatea speciala (2.19). Prin studierea transformarii acstui
4-vector, deducem din prima componenta transformata, ca observatori diferiti vad densitati
de sarcina diferite, fapt care se datoreaza contractiei Lorentz si se poate explica astfel:
densitatea sarcinii reprezinta sarcina pe unitatea de volum, iar volumul se contracta
deoarece lungimile paralele cu miscarea sunt supuse contractiei Lorentz. Faptul ca sarcina
nu este invarianta Lorentz, face aluzie la campurile electrice (si magnetice), ca nu sunt
invarinti Lorentz. Observatori in SRI diferite vor fi de acord cu privire la modul in care un
sistem electromagnetic se comporta, dar vor da explicatii diferite pentru comportamentul
sau. In continuare vom discuta despre forte electromagnetice vazute de observatori diferiti.
Tn acest scop vom considera un coductor lung, stationar (in repaus) in sistemul S, cu sarcina
netd nuld (egald cu zero), dar strabatut de un curent I. O sarcina q care se deplaseaza in
acelasi sens cu curentul din conductor simte o forta magnetica care o atrage catre conductor
(Fig. 2.2). Un observator din S vede un conductor neutru d.p.d.v. electric, cu acelasi numar
de sarcini pozitive si negative pe unitatea de lungime. Tn final vom vedea ca forta ce
actioneaza asupra particulei, care era pur magnetica in S, pare sa fie pur electrostatica in S'.

Continuam cu sectiunea 2.3, in care vorbim despre potentiale gauge si tensorul
campului electromagnetic. Aici vom discuta despre cum campurile electrice si magnetice se
transforma unul in altul, cum existenta si modul de manifestare al cAmpurilor electrice si
magnetice depind de miscarea observatorului. Mai exact, ceea ce pare a fi un camp
magnetic pentru un observator, va parea un camp electric pentru altul si invers. Prezentaim
tensorul cdmpului electromagnetic. Tn scopul acesta, formam tensorul anti-simetric F,, din
4-derivata d,, si 4-vectorul A,. Acest tensor se numeste tensorul campului electromagnetic.

Aceasta sectiune se termina cu dicutia despre scalarii Lorentz. Aici introducem tensorul
alternativ e#¥P? | care ne permite sa construim un al doilea tensor de cdmp, uneori numit
tensorul dublu electromagnetic F*V.

Tn cadrul sectiunii 2.4, vom arita ci ecuatiile lui Maxwell sunt compatibile cu
relativitatea speciala, prin scrierea acestora sub forma a doua ecuatii covarinate. Vom arata
cum din aceste doua ecutii covariante rezulta cele patru ecuatii vectoriale ale lui Maxwell;
mai exact vom arata ca ecuatiile lui Maxwell in forma relativista (covariantd) coincid cu
aceleasi ecuatii ale lui Maxwell scrise in forma vectoriala.



In ultima sectiune 2.5 a acestui capitol, vom arita cd forta Lorentz este compatibila
cu relativitatea speciala. Discutam despre miscarea in campuri constante. Stim deja cum
campurile electrice si magnetice actioneaza asupra particulelor intr-un univers newtonian:
campurile electrice accelereaza particulele in linii drepte, iar cdmpurile magnetice fac ca
particulele sa migreze in traiectorii circulare. Aici vom relua aceasta analiza in cadrul
relativist. Legea fortei Lorentz ramane aceeasi. Singura diferenta este ca acum impulsul
este p = myu. Vom vedea cum acest fapt schimba lucrurile mai intai in cazul cdmpului
electric constant si apoi in cazul cdmpului magnetic constant.

Tn ultimul capitol aritim ca ecuatiile lui Maxwell sunt universale, ceea ce
determind ca gravitatia si electromagnetismul sa fie compatibile. Ecuatiile ui Maxwell
pentru gravitatie au fost mult timp considerate a fi un formalism, lipsit de relevanta pentru
gravitatie. Dar, folosind universalitatea ecuatiilor lui Maxwell, vom ardta ca metoda
variationald a lui Hilbert este utilizatd pentru a determina tensorul energie-impuls, si pentru
a ardta ca relativitatea generala poate fi formulatd pe baza campurilor Maxwelliene, in loc
de campuri de forta fizica specifice. Se dovedeste o teorie unificatd a campului in care
campurile de forta Maxwelliane sunt pe pozitii de compatibilitate, distincte de campul
geometric.

Acest capitol este format din sectiunea 3.1 si sectiunea 3.2, care la randul lor
cuprind mai multe subsectiuni mai mici.

Prima parte a acestui capitol (sect. 3.1) cuprinde doud subsectiuni: sect. 3.1.1 si
sect. 3.1.2. Tn sect. 3.1.1 ne propunem $i investigim constructia unei teorii relativiste de
camp care descrie gravitatia. Constructia se bazeaza pe argumente geometrice si pe cerinta
ca in limita nereltivistd si regdsim gravitatia newtoniana. In a doua parte a acestei sectiuni
(3.1.2) vom prezenta o formulare echivalenta a campului gravitational privit drept camp
dinamic. Mai exact, vom enunta formularea Hilbert-Einstein in derivate ale campului
gravitational. In cadrul acestei formulari vom calcula ecuatiile de evolutie (care deriva din
principiul variational bazat pe o actiune lagrangiana) si vom evidentia transformarile gauge.

Ultima parte a acestui capitol (sect. 3.2) cuprinde noua subsectiuni. Aici prezentam
doua teoreme. Prima, teorema 3.2.2.1, demonstreaza ca ecuatiile lui Maxwell sunt
universale, independente de natura fizica a sursei de material care genereaza campul.
Urmeaza apoi teorema 3.2.2.2, care foloseste metoda variationald a lui Hilbert combinata
cu universalitatea ecuatiilor lui Maxwell pentru a obtine o formulare a relativitatii generale,
bazata pe cdimpuri Maxwelliane, in loc de campuri de forta specifice.

Teorema 3.2.2.1 este de interes matematic prin faptul ca demonstratia ei constituie
prima derivare matematica a ecuatiilor lui Maxwell bazata mai degraba pe principii, decat
pe legi empirice precum cele ale lui Faraday. Semnificatia sa fizicd este cd este esentiala
pentru demonstrarea Teoremei 3.2.2.2. Pentru demonstratia Teoremei 3.2.2.1 se utilizeaza
substantial Teoria Hodge. Un rezumat al ideilor de baza este prezentat in sect. 3.2.9.

Teorema 3.2.2.2 va fi demonstrata in sect. 3.2.3. O teorie unificata a campului este
esentiald In modelarea structurilor masive cu campuri electromagnetice interne, cum ar fi o
stea (sect. 3.2.4). Teorema aratd, nu numai ca ecuatiile lui Maxwell sunt relevante pentru
gravitatie, dar si faptul ca relativitatea generala este relevanta in cazul in care campul
electromagnetic este intens, de exemplu, in interiorul unei stele sau al universului timpuriu.

In sect. 3.2.8 obtinem forma expliciti a tensorului de energie-impuls (3.2.8) direct
din (3.2.6) si(3.2.7). Ecuatiile statice necesitd conservarea materialului si sunt obtinute in
sect. 3.2.5 ca o aplicare a teoremei de descompunere Hodge pe E?, E3. Doi parametri ¢, u
apar n teoria statica, iar in cursul derivarii ecuatiilor dinamice obtinem ecuatia (3.2.3).
Acesta ecuatie a fost esentiald pentru demonstratia lui Maxwell ca lumina este un fenomen
electromagnetic. Parametrii € si u reprezinta baza pentru dovada universalitatii. Prin (3.2.3)
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ecuatiile lui Maxwell in prezenta unei surse de material formeaza o familie de ecuatii
uniparametrice, notate cu u . Parametrul e este conectat cu legea lui Gauss pentru
componenta conservatoare a cAmpului de forta si este data de e = 1/4nG, unde G este
constanta fortei asociatd cu legea patratica inversa si este pozitiva pentru forte
respingdtoare si negativa pentru forte atractive cf. sect. 3.2.5. Din (3.2.3) rezulta (3.2.4).

Este esential pentru abordarea invariationala a lui Hilbert fata de relativitatea
generala, ca ecuatiile lui Maxwell sa fie invariante la intregul grup de difeomorfism al
spatiului-timp. Formularea lui Minkowski a acestora este limitata la spatiul-timp
Minkowki, unde grupul de invarianta este grupul Poincaré. Aceastd formulare este usor
extinsa pentru a obtine reprezentarea tensoriald a ecuatiilor lui Maxwell si a fost cunoscuta
atat de Einstein, cat si de Hilbert. Lagrangianul invariant este dat in (3.2.7); si forma
invarianta (tensiorald) a ecuatiilor este data in (3.2.38), sect. 3.2.9.

Misner et al. [14] au obtinut ecuatiile lui Maxwell in limbajul teoriei Hodge direct
din forma lor vectoriald. Deoarece aceste ecuatii sunt specifice cdmpului electromagnetic,
aceastd derivare nu stabileste universalitatea. Pentru a dovedi universalitatea, trebuie sa
derivam ecuatiile in mod direct, folosind Legea lui Faraday. Acest lucru se face in
sect. 3.2.6 prin inlocuirea legilor lui Faraday si Maxwell-Ampére cu cele doua ipoteze ale
lui Einstein din relativitatea speciald. Se constata ca ambele legi sunt valabile pentru toate
campurile maxwelliene; acestea nu sunt presupuse in prealabil, ci urmeaza ca corolare
matematice a relativitdtii speciale. Derivarea se bazeaza pe 2 forme care corespund legilor
Maxwell-Ampére si Faraday; iar dualitatea Hodge joaca un rol substantial in demonstratie.

Pentru a extinde universalitatea la formele tensooriale si vectoriale ale ecuatiilor,
este suficient sa aratam ca formularea lui Minkowski poate fi obtinuta direct din forma lui
Hodge a ecuatiilor; aceasta se face in sect. 3.2.7.



Capitolul 1. Calcul Tensorial

1.1. Dualul unui spatiu vectorial

Fie K un corp comutativ si V un K-spatiu vectorial. Prin forma liniarda (sau
functionald) pe V se intelege o aplicatie liniara F : V — K (aici K este considerat ca un K-
Spatiu vectorial unidimensional).

Multimea tuturor formelor liniare, pe care o vom nota cu V*, poate fi inzestrata cu o
structurd de K-spatiu vectorial in raport cu adunarea si inmultirea cu scalari a formelor
liniare. K-spatiul vectrorial V* se numeste spatiul dual al spatiului vectorial V. Vom folosi
termenul de forma liniara daca V este finit dimensional si de functionala liniara, daca V este
infinit dimensional.

Exemplul 1.1. Functia T:R3> - R, care asociazd oricarui vector x = (x!,x2%,x3) € R3
scalarul Tx = x? + x2 + 3x3 este o form3 liniara.

Exemplul 1.2. Functia J: C([a,b], R) > R, care asociazd oricarei functii continue
f: [a,b] » R scalarul, 3(f) = f:f(x) dx este o functionala liniara.

Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune n si fie {e,, ..., e, } baza in V, atunci avem :
Observatia 1.1.

Dacd x = x‘e;, atunci, f(x) = x'f(e;) deci o forma liniara este cunoscutd dacd se cunosc
valorile sale pe elementele din baza.

Observatia 1.2.
Daca, a ={ay,...,a,} € K™ ,atunci existd o unica forma liniara F :V — K astfel ca
Fle) =a;, i=1,n.

In consecinta are loc :

Propozitia 1.1.
Daca V este un K-spatiu vectorial n-dimensional si B = {ey, ..., e,,} este baza a sa, atunci
pentru Vi, i = 1,n, exista o forma liniara unica f:V — K astfel ca

{ 1, dacai=j (1.1)

fl(ej)z&jl: 0, dacd i#j

Propozitia rezultd imediat din observatia anterioara, luand pentru fiecare, i = 1,n,
scalarii a; = 0 pentru j # i sia; = 1.

in continuare, pornind de la o bazd B = {e,, ..., e,} a spatiului vectorial V, vom
construi o baza in spatiul dual, care se va numi duala bazei B. Vom folosi conventia de
sumare a lui Einstein.



Teorema 1.1.
Fie B ={eq,..,ep} 0o baza a spatiului vectorial V. Sistemul de forme liniare

B* ={f1,.., f"} dat de (1.1) fomeazd o bazd a spatiului vectorial V* numiti duala bazei
B.

Demonstratie. Sistemul B* este liniar independent. Tntr-adevar, fie A, ...,1,, € K astfel ca
Mfr+4 A, f™ = 0y, adicd (A, f1, ..., 4,f™)(x) =0, Vx € V. Inparticular, dacd x = e;,
i =1,n, obtinem

AfL e A f™(e) =0,

deci B* este liniar independent. Fie acum f e€V* si a; = f(e; € K). Vom arata ci
f =a;ft, deci B* este un sistem de generatori pentru V*, adicid o bazi a lui V*. Intr-
adevdr, daca x = x’/e; € V, atunci

a; fi(x) = aifi(xiej) = aixifi(ej) = al-xjé‘;' = a;xt = x'f(e;) = f(x).
Teorema este demonstrata.

Observatia 1.3.
Din teorema 1.2 rezultd ca daca dimgV = n, atunci dimgV* =n, deci V = V™.

Teorema 1.2.

Fie un K-spatiu vectorial de dimensiune n si V* dualul sau. Fie B = {ey, ...,e,} si B’ =
{e;,..e,} doua baze in V, iar B* ={f%,..,f"} si B”" ={f'%,...,f™} bazele duale
corespunzatoare. Daca C este matricea de trecere de la baza B la baza B’, atunci (€T)™?!
este matricea de trecere de la baza B* la baza B'*. In plus, coordonatele unei forme liniare
f € V* se transforma dupa aceasi lege ca si baza in V cénd se trece de la baza B* la baza
B'".

Demonstratie. Relatiile de schimbare a bazei in V sunt
el =ckey, i=1n (1.2)

(indicele superior k se referd la linie, iar cel inferior i la coloand). Sa presupunem ca, in
dual, trecerea de la baza B* la B'* s-ar face prin relatiile

fi=dlf, j=Tn (1.3)

(daca D = (dJ), Dt este matricea de trecere de la baza B* la baza B'").
Din dualitatea bazelor rezulta

flle) =6L, ki=Tn,  fi@d)=6' i,j=1n (1.4)

Din relatile (1.2) - (1.5), obtinem pentru orice i,j = 1,n

8] =f(e) =d/f'(ckey) = dickf(e) = di cks} = dick. (1.5)



Aceste relatii stabilesc ¢d DC = I, , deci D = €~ . Matricea de trecere de la baza B* la
baza B"* in spatiul V* este D¢ = (C™1)T = (CT)™!.

Fie acum f € V", f=a;f/ =Bif'"", unde a; = f(e;), j=1n, Bi=f(e)), i=
1,n. Atunci, din (1.2), rezulta:

:81' = f(cikek) = Cikf(ek) = CikakJ [ = 1,71 (16)

adicd, acelasi gen de relatie ca la shimbarea bazeiin V.

in concluzie, din teorema 1.3 rezultd ci, la o schimbare a bazei in V, bazele duale
corespunzatoare se transforma dupd aceeasi lege ca si coordonatele unui vector arbitrar din
V, transformare care se va numi contravarianta, iar coordonatele unei forme liniare din V*
se transformad dupa aceeasi lege ca si baza in V, transformare ce se va numi covarianta.
Cand folosim conventia lui Einstein, coordonatele vectorilor din V, ca si vectorii bazei
duale vor avea indicii trecuti superior, pe cand coordonatele formelor liniare si vectorii
bazei din V vor avea indicii trecuti inferior. Formele liniare se mai numesc si covectori.

Exemplul 1.3. Fie baza canonicd B = {ey,...,e,} in R3. Baza dualda B* = {f1,f?,f3} in
spatiul dual (R3)* satisface = (1.1). Dacd x =x'e; +x%e,+x3%e; , atunci
flx) =x%, f2(x)=x2% f3(x)=x% . Sa considerdim acum forma liniard
f:RE>R, f(x) =x'+2x?>+3x3 .  Coordonatele Ilui f in baza duald sunt
a, =f(e)) =1, a, = f(ey) =2, a3 = f(e3) =3. Fie acum baza B' ={eg, e3, e3} In
R3,e;=e, +e,—e; e,=—e +e,+e; e;=e —e,+ e;. Matricea de trecere de la
baza B la baza B’ si invers este :

1

3 (| 2
c=<1 1 —1), ¢ct=1o
1

2

SO 1

S NIRrN|R

Atunci, duala bazei B’ este legata de B* prin relatiile
[ N ) 11 13 r_1r1 1,3
fl=sfl+if% f=5f2+43f% f=3f1+1f>
Coordonatele formei liniare f in noua baza vor fi

B =f(e)) =f(e))+f(e) —flez3) =ay; +a, —az = 0.

Similar
B.=f(e;) =4, B3 =f(e3)=2.
Dualul lui V*, notat V** ={f : V* > K ; f formadliniara}, se numeste bidualul lui V.

Conform teremei 1.2, dimgV = dimgV* = dimgV*™ =n, deci V= V* = V™. Mai mult
are loc teorema de mai jos.
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Terema 1.3.
Spatiile V* si V™ sunt  izomorfe prin aplicatia J:V - V™, Ix =F, , unde

E(f)=f(), VfeV".
Demonstragie. Stabilim mai intai ca F, este o forma liniara pe V*, adica F, € V**. Fie deci
f,g €EV*si a,f € K. Atunci:
E(af +Bg) = (af + Bg)(x) = af (x) + Bg(x) = aF(f) + BFE.(9).

Vom arata acum ca  este liniara. Fie x,y €V si a, € K. Atunci

S(ax + By)(f) = Faxspy(f) = flax + By) = af (x) + Bf (v) = aF(f) + BE(f)

= (aF, + BF,)(f), Vf €V

deci J(ax + By) = aJ3x + BIx. Pentru a demonstra ca J este bijectiva, cu dim,V =

dimgV**, este suficient sa aratam ca J este injectiva. Fie deci x,y € V astfel incat Jx =
Jy, adicd F, = E,. Atunci, pentru orice f € V", avem :

fC) =FE() =E{) =fO). (1.7)

Daca B = {e,, ...,e,ieste o bazd inV, iar B* = {f,..., f"} este baza duald si, ludnd in
(1.7), f =f', i=1,n,obtinem :

xi'= fiG0) = fi) = ¥,
adicd x = y, deci J este injectiva.

Observatia 1.5.

Prin acest izomorfism canonic dintre V si V** vom identifica un spatiu vectorial cu bidualul
sau. Prin aceasta identificare, orice vector x € V- poate fi privit ca o forma liniara pe V* ce
asociaza oricarui f € V*, scalarul f(x).

1.2. Aplicatii multiliniare. Forme multiliniare
Definitia 2.1.
Fie Vi, o, Vo, W spatii  vectoriale peste acelasi corp K . Aplicatia
F:VyxXVyx..XV, > W se numeste mulitiliniara (n-liniara) daca pentru orice
i, 1<i<n, avem:

F(Qxq, s Xi—,ax] + Bx{', Xig1, ey Xp) = AF (X4, oo, Xi_1, X{, Xi51, o) Xp) +

+LF (X1, s Xi—1, X{ s Xi41, r Xn), VO,L EK, x/,x{" €V}, x, €V, k#1
Exemplul 2.1 Aplicatia F : V3 x V3 - V5, F(u, ¥) =u X U, este 0 aplicatie biliniard

antisimetrici (ﬁ XV=—vX TZ).
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Definitia 2.2
Fie V4, ..., V, spatii vectoriale peste corpul K. Se numeste forma multiniara (n-liniara) orice
aplicatie multiliniara F : Vi XV, X .. XV, = K.

In aceasta definitie K este considerat spatiu vectorial unidimensional peste el insusi.

Exemplul 22 F: Vy;xV; >R, F(U, v) =u-v (deci produsul scalar a doi vectori
liberi), este o forma biliniard simetrica.

Exemplul 23 (F: VaxVaxV;->R, Fu, v, w)=u-wxw)= @, v, w) (deci
produsul mixt a trei vectori liberi), este o forma triliniara.

Observatia 2.1.
Multimea formelor n-liniare se poate inzestra cu o structura de K-spatiu vectorial pese K,
notandu-se cu L(V;,...,V,; K).

Adunarea formelor n-liniare F,G € L(Vy, ..., V, ; K) se defineste astfel :

(F+G)(xq, .0, x) = F(xq, i, x0) + G(xq, e, ), X, EV;, i=1,n.

Produsul unei forme n-liniare F € L(Vy, ...,V ; K) cuunscalar a € K se defineste prin :

(aF)(xq,.., %) = aF(xq, ., Xp), X, €V, i =1,n.

Se verifica usor ca F + G si aF definite mai sus, sunt forme n-liniare.

1.3. Tensori. Coordonatele unui tensor intr-o-baza

Definitia 3.1.
Fie V un un spatiu vectorial peste K, 1ar V* dualul sau. Daca p,q € N, se numeste tensor
de p ori covariant si q ori contravariant orice forma multiliniara

t: VXV X . XVUXV*XV*"X..XV*>K.

p ori qori

Se spune ca t este tensor de tip (p, @), p humindu-se ordinul de covarianta, iar q ordiunul
de contravarianta. Numarul p+q se numeste rangul sau valenta tensorului.

Exemplul 3.1. Orice forma liniara f € V*, deci f : V — K , este un tensor de tip (1,0).

Exemplul 3.2. Orice vector x € V, privit ca o forma liniara, F, : V* — K (cf. teoremei 1.4)
este un tensor de tip (0,1).

Exemplul 3.3. Orice scalar a« € K poate fi considerat tensor de tip (0,0).

Vom nota cu T; (V) multimea tuturor tensorilor de p ori covarianti si q Ofi
contravarianti pe spatiul vectorial V. Conform observatiei din sectiunea anterioara, T; W)
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este un un K-spatiu vectorial in raport cu adunarea tensorilor si produsul unui tensor cu un
scalar.

Tn continuare, fie B = {ey, ...,e,} 0 baza in V si B* = {f1, ..., f"} baza duali in B".
Fiet € T,)(V), iar x4, ...,x, €V, h,...,h™ € V*. Atunci,

Ji

xi=61

e, i=1p, hi= a,qu"l, l=1,q.
(aici j; si k; sunt indici de sumare). Folosind liniaritatea lui t in fiecare argument, avem:
_ zJ J q
£y, o xp, BY o h?) = &8P ad t (e £ ff0) . (3)

In aceasti relatie apar nP*9 scalari, pe care-i vom nota

ki,...,kq
J1dp

= t(ejy s € 41, o K1), (3.2)

Ji=1n, vi=1p, k,=1n, vi=14q

si se numesc coeficientii tensorului ¢ Tn baza B fixata in V. Atunci (3.1) se scrie:

t(xy, s X, hY, ) A 511'1 g‘z],pa,il wale (3.3)
n concluzie, fiecarui tensor t € qu (V) 1 se poate asocia, fixand o baza in V, un sistem de
nP*1 scalari unic determinati prin (3.2).

Propozitia 3.1.
Fie V un K-spatiu vectorial n-dimensional si p,g € N. Fie B = {ey,...,e,} 0 baza inV si
B* ={f1,..., f™} baza duala a ei. Dat fiind un sistem de nP** scalari

kikg) . :
(Tj;",qu), ji=1n, Vi=1p, k,=1n, Vi=1,q,

existd un unic tensor t € Tz? (V) astfel ca

Ki,.kq

ko) —
t(ejl,...,ejp, fl, . f q) =1

Lol

pentru orice jy, ..., jp, k1, ..., kg ludnd independent valoride lallan.

Corolar_3.1. Daca V este un K-spatiu vectorial de dimesiune n, atunci T;(V) ~ gnPTe
deci dimKT;(V) = nPta

Demonstratie. Fie B = {ey, ..., e,} 0 baza fixata in V, iar B* = {f1, ..., f"} duala sa in V*.
Izomorfismul cautat este aplicatia care asociaza fiecarui tensor t € Tz? (V), coeficientii sai

in baza fixata. Din cele de mai sus, rezulta ca aceasta aplicatie este o bijectie. Liniaritatea se
verifica usor.
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Exemplul 3.4. Formele biliniare pe un spatiu vectorial V' n-dimensional sunt tensori dublu
covarianti. Spatiul vectorial al acestor tensori, Ty (V) are dimensiunea n?. Dacd B =
{e, ...,ep}bazd in Vsit:V XV — K un tensor dublu covariant oarecare, atunci pentru
oricex,y €V, x = &'e;, y =n’e;, avem

tx,y) = f"n"t(ei; e]-) = fiﬂjfij’

Ty = t(ei, ej) , ,j = 1,n, fiind coeficientii tensorului in baza fixata.

Exemplul 3.5. Formele biliniare pe spatiul V* sunt tensori dublu contravarianti. Daca
dimgV = n, spatiul vectorial al acestor tensori notat TZ(V) are dimensiune n2.

Fie acum B = {ey, ...,ep} o bazd in V si B* = {f1, ..., f"} dualasa. Daca t : V* X
V* = K este un tensor dublu contravariant, atunci pentru orice g,h € V*, g = a;j', h =
B;if7, avem t(g, h) = a;B;t(fL, /) = aifj7¥, undetV = (fL,f7), i,j =1L,n sunt
coeficientii tensorului in baza fixata.

Exemplul 3.6. Formele biliniare t : V X V* — K sunt tensori o data covarianti si o data
contravarianti. Dacd dimyV = n, spatiul vectorial al acestor tensori, T; (V) are dimensiunea
n? . Cu notatiile de mai sus, daca x = &'e; €V, h = a;f’ € V*, atunci t(x, h) =
Eajt(e,f)) = fiajrij, unde v/ = t(e;, f7), i,j = 1,0 sunt coeficientii tensorului 7 in
baza fixata.

1.4. Operatii cu tensori

Fie VV un K -spatiu vectorial n-dimensional, B = {e,, ...,e,} o baza in V si B* =
{f%,..,f"} duala sa. Consideraim p,q € N, t,uEqu(V), a €K . Daca xq,..,x, €
V si hl,..,h? € V*, atunci suma t + u este un tensor de acelasi tip si (t + u)(xl, e Xp
hY, .. h?) = t(xq, o, xp, RY i h9) +u(xy, o, %y, RY, ., h9), iar produsul unui tensor t
cu un scalar a este un tensor de acelati tip

(at)(xl,...,xp, hl,...,hq) = at(xl, o, Xp, hY, ...,hq).

Se verifica utor cd, intr-o baza fixatd, coeficientii sumei t+u Se obtin insumand
coeficientii corespunzatori lui t siu, deci daca :

kl,---,kq _ k k

le,...,jp —t(ejl, e €y s f, .., fr,

k1,..kq X K
= . , 1
iyt = (G 1))

atunci

K e Kieakq Kiokg
(t+u) (ejl,...,ejp, fr, . f Q) =Ty Tnoy

Similar, coeficientii produsului unui tensor cu un scalar intr-o bazd fixata, se obtin
inmultind coeficientii tensorului cu scalarul respectiv, deci

ki,..kq

K kq) —
(at) (ejl,...,ejp, ff, .0 f 4) =at;,

re]p
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1.4.1. Produsul tesorial a doi tensori
Fieq,r,seN si t€ Tzf V), ue TS (V). Atunci aplicatia:

tQRu: VXV X.VUXV*XV*X ..V*>K,

p+rori qg+sori

definitd prin:
t® u)(xl, wor Xpy X1y ooes Xpyrs BY, o, RO, ROFY, L h‘”s)
= t(xl, s Xp, R, hq) -u(xp+1, s Xpprs RITL, ...,h‘”s) ,

pentru orice x; €V;, i=1,p+r, Y €V*, j=1,q+s, este un tensor de ordin (p +
r,q + s) numit produsul tensorial al celor doi tensori.

Daca
k1,...,kq k k
frd . . 1
iy = t (eh, s €l s fr, .., fra),
K1,..Kq f !
] r . 1
J1uJp - u(eh' '"’eJr 4 f ’ ’f S) ’
atunci

Kki,.mkq, l1,.00
p Lewq s toeuts (tQ®u) (eh' .Epn Gigy - s el-r,fkll ,..,fkq’fll’ ,..,fls)

20 A

kyokq — lq,ls
J1reudp by

Asadar coeficientii tensorului (t @ u) € qu:: (V) se obtin efectudnd produsele
coeficientilor celor doi tensori.

Exemplul 4.1. Fie dimgV =2, B ={e;,e,}obazainV, B* = {f1,f?} baza duala,
teT(V), u€Ty(V). Dacd 1;; = t(e;, ej), i,j = 1,2 sunt coeficientii lui t in baza fixata,
iar o* = (%), k = 1,2, coeficientii lui u, atunci (t ® u) € T} (V), coeficientii sii fiind:

pl =t ®@w (e e f*) = t(e, e )u(f*) = 7;;0"

1.4.2. Contractia unui tensor

Fie t € T;(V) CuU p,q >1. Fixam un indice i, i = 1,n de covarianta si un indicel,
1 =1,q de contravariantd. Vom construi un tensor t' € qu__ll (V), astfel :
t' VXV X .. XVXV*XV*X..XV*">K,

p—1ori qg—1lori

1 -1 +1 —
t’(xl,...,xi_l,xl-ﬂ,, v Xp R, R R, ...,hq) =

— 1 -1 +1
= t(xl,...,xi_l, €5, Xip1s s Xpy BTy oy B ,f5,h ,...,hq),
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cu
X €V, j=1p, j#i, h*eVv', k=T1,q, k#1

Coeficiettii tensorului t' vor fi

kl""rkl—l!kl-}-l!"'!kq 7 k k k k
f . . , . 1 -1 l+1 q
o-jlr---rji—lrji+1’---’jp t €y s €€y e e]p,f sy 21, fRRL L f

ki,.oki—1.K141, ...,kq

jll'--:ji—llji+1""ij !

T . kq,...k . T o
s fiind indice de sumare, iar le1 i ? coeficientii Ui t in baza fixata.
rea]p

Vom spune ca am efectuat o contractie dupa indicele de ordin i de covarianta si
indicele de ordin [ de contravariantd. Tensorul astfel obtinut se va nota (t)} .

Exemplul 4.2. Fie t € TE(V) sit!, i,j = T,n coeficientii tensorului. Efectuénd o contractie
dupa cei doi indici, se obtine un tensor de tip (0,0) deci un scalar, numit urma tensorului t si
senoteazd Tr t =t} =11 + ... + &

Exemplul 4.3. Fie t € T}(V) si i k=1n coeficientii lui t . Coeficientii lui

ij’
t'= (D)3 e TP(V) sunt g; = t'(e;) = t(eye; f1) ==t +1H+ . + 1}

1.5. Transformarea coeficientilor unui tensor la schimbarea bazei

Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune n, B = {e;, ..., e}, B'{ej, ..., €5} doua baze ale
lui V si B*={f%..,f"}, B ={f"%, .., f™} bazele duale respective. Fie C = (c/)
matricea de trecere de la baza B la baza B’ si D = (d}) inversa ei. Are loc teorema de mai
jos.

Teorema 5.1.
Daca coeficientii tensorului t € qu (V) in cele doua baze sunt

Ki,...kq k X
= . , 1
le,...,jp t (eh, ...,e]p,f R

respectiv
11,1
T. Leta t(el-'l, ""ei,p' ,llp-..,f,lq)

ll,...,lp

atunci relatia de transformare a coeficientilor este

lg _ki,..kq
k. Ti .
q JiJp

1yl i Jp 41
¢ o gl g (5.1)
lp 1

ll.---.’-p l1
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Demonstratie. Folosind formulele de schimbare de baza (1.2), (1.3), obtinem:

’ ll,...,lq , , ' 'l
Til,...,ip - t (ei1; R eip; 1, ...,f q =

J1 J; li rkq lg ck J1 Jp 514 lg _k1,..kq
Ji,. . a) = ¢!
t(cl1 €y s € € Ay, f ,...,quf Ciy = € dig, qu oot

Am tinut seama de liniaritatea lui ¢t Tn fiecare argument.

Observatia 5.1.
Relatia (5.1) din enuntul teoremei 5.1 este folosita adesea pentru a prezenta notiunea de
tensor, in modul urmator.

Daca V este un apatiu vectorial n-dimensional, spunem ca am dat un tensor de p ori
covariant si q ori contravariant pe V dacd am asociat fiecarei baze B = {ey,...,e,} a
spatiului ¥V un sistem de n?*4 scalari :

k1,...,kp) ,
(le:---:jp ! ]1
care la schimbarea bazei in V se transforma dupa legea (5.1).

Scalarii (5.2) se numesc coeficientii tensorului de tip (p,q) considerat in baza B. Aceasta
definitie este echivalenta cu definitia unui tensor, deoarece din propozitia 3.1 rezulta ca dati

fiind coeficientii (5.2) existd un unic tensor t € tg (V) care are acesti coeficienti in baza
fixata B din V. Reciproca, rezulta din teorema 5.1.

[
=
S
o
[
=
S
=
[
=
S

, Vl=1,q, (5.2)

Exemplul 5.1. Fiet : V x V* - K tensorul de tip (1,1) definit prin t(x, f) = f(x), Vx €
V, f € V*. Considerim in baza B = {ey, ..., e,} si duala sa B* = {f1, ..., f"}. Coeficientii
tensorului t in baza B sunt :

) ; i 1, dacai=j
t(ei'f]):f](ei):(si]:{O dacaiij"

Vi=1,n.

Daci B’ = {ej, ..., e;,} este o altd baza in V, iar B = {f’'%, ..., f' "} duala sa in V*,
atunci coeficientii lui t in noua bazi sunt t(ey, f'!) = 6., VI = 1,n. Asadar coeficientii
acestui tensor sunt independenti de baza consideratd. Acest tensor mai poate fie prezentat

ca fiind sistemul de n? scalari, {51']}ij—ﬁ , care la schimarea bazei spatiului V se transforma
dupa legea
57 =ckdis), i,j=1n.

Dar cum cfd/ st = ckd] = 8], vi,j =T,n(D = C™), rezulta

s =6, vi,j=T,n.

1

Exemplul 5.2. Fie t € T#(V) sit’ = ()3, tensorul obtinut prin contractia dupa al doilea
indice de covariantd si primul indice de contravarianta. Cu relatiile de mai sus, fie

17



T = t(ej,ek,fr,fs), jkr,s=1n,

respectiv

T —t(el el f'4fF), Lja,p=Tn

coeficientii lui t in cele doua baze fixate.

De asemenea, fie o) =t'(e,,f/), rj=Tnsia? =t'(el,f'?),
coeficientii tensorului contractactati. Atunci:

P _ 1ot ofrlofrpy — WP kKdldPrsr = kdPrsr =
=t(el, e, f'Lf'P) =1, ccldd,,]k—c6drjk—

= c]df T = cijdft(ej, e fX 7)) = ci],dft’(e]-,f’”) = cijdfajr ,

ceea ce reprezintd exact legea de tranformare a unui tensor o datd covariant si o data
contravariant la schimbarea bazei.

Observatia 5.2.
Fie T € L(V) si A = (aF) matricea lui T in baza B, A’ = (aj') matricea Iui T Tn baza B".
Legatura dintre ele este

fil cl= cl]a]k, Vi,k=1,n

Sau

a,® = a}'65 = allefdy = c/dial, Vi,s=1n,

care reprezintd formulele de transformare ale unui tensor o data covariant i o data
contravariant.

Endormorfismului T 1i punem in evidenta in mod unic untensor t : V X V* =
K, Vx €V, f € V*. Inacest fel, se defineste o aplicatie ¢ : L(V) — T{(V) care este un
izormorfism de spatii vectoriale. Coeficientii tensorului t astfel definit sunt

t(e, f1) = fi(Tey) = fi(akey) = a¥fi(ex) = a6l = al, vi,j=Tn,
deci chiar elementele matricei lui T in baza B. Tn acest mod orice endomorfism T € L(V)

poate fi privit ca un tensor o data covariant si o datd contravariant (identificind T cu t prin
acest izomorfism).
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1.6. Ridicarea si coborarea indicilor

Presupunem ca V este un spatiu Euclidian. Produsul scalar () pe V este un tensor
covariant de ordinul doi (forma biliniard), simetric si pozitiv defnit. Aceasta se numeste
metrica riemanniand pe V. Metrica induce transformarea liniard nesingulara (izomorfism)
G: V-V Gww) = (u,v), Yu,v €V. Fie G-t inversa lui G; daca w € V*, atunci
(G w, v) = w(v).

Fie {e;} o bazi ortonormati in V. Daci notim (e;) = e!, i = 1, ...,n, atunci
G(e)(e;) = (ei e;) = 6y, adicd e'(e;) = 6;; = (6}). Rezultd ca multimea {e'} este o baza
duala a lui {e;} In V*.

Fie {e* ® e'} bazd in TQ (V). Metrica Riemanniani si transformarea liniara
nesingulara asociatd G sunt caracterizate prin matricea [g,;] simetrica si pozitiv definita.
Inversa lui (gy;) este o matrice simetricd, pozitiv definitd, si se noteaza cu (g*'); deci
g g™ = &/. Daca vk este un vector din V atunci gy, v* este un vector din V*; daca w* este

un vector din V* atunci g*'w,, este un vector din V. Acestea se extind prin definitiile care
urmeaza.

Definitia 6.1.
Fies=1,..,p; t=1,..,q si TE€ Tf(V). Functia definita prin

. b p-1 1 -1 —
Gsr: Ty (V) = TP (V)(Gs e T) (@Y oo, 0P, 04, e, Vg41) =
= T(a)l, v, @5 G(0), WS, ..., wPTY, vy, ., D, ...,vq+1) ,
unde semnul » inseamna ca argumentul respectiv lipseste, se numeste coborarea indicilor.

Pe componente,

LTSS i1 . is—1tis.ip_q
T ) SSa N—3F., /¥4 ; ,
(gs,t )11 e Je=1S Je+1-+ Jg+1 st J1 - Jt+1 - Jg+1

Analog, utlizand pe G, se defineste ridicarea indicilor.

Izomorfismul G permite identificarea lui V cu V*. De asemenea prin intermediul
coborarii si ridicarii indicilor el induce un izormorfism intre qu V) si T; (V). Tn acest
context vorbim despre componentele contravariante, mixte sau covariante (dupa caz) ale
aceluiasi tensor. De exemplu

9"g™ Ty, g Ty, T

sunt respectiv componentele contravariante, mixte si covariante ale tensorului de ordinul
doi T = Tikel ® ek.
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1.7. Campuri vectoriale

Fie M o multime deschisa din R™. Multimea F(M) a tuturor functiilor reale
(campurilor scalare) diferentiablile de clasa C* definite pe M este un spatiu vectorial real.
Deoarece iInmultirea functiilor reale este o operatie R-biliniard, comutativa, multimea
F(M)este o0 alegebra comutativa.

Fie x = {x!,...,.x"} € M si f € F(M). Unui vector X, tangent la M in punctul x i
se asociaza numarul

X (F) = = f (x + tX) o

numit derivata lui f in raport cu X, sau derivata lui f dupa directia X, .
Derivata dupa o directie are urmatoarele proprietati:

Xx(af + bg) = aXx(f) + bX,(g)
X:(fg) = (X:()g () + f () Xx(9)
(aX, + bY,)(f) = aX,(f) + bY,(f),
unde X, , Y, sunt vectorii tangenti la M in punctul x,a si b e R, f,g € F(M).
Sa privim acum lucrurile dintr-un alt punct de vedere. Se observa ca daca dam
regula f = X, (f) atunci X, este bine determinat. Astfel suntem condusi la urmatoarea

definitie care este potrivita pentru teoria cdmpurilor vectoriale.

Definitia 7.1.
O functie X, : F(M) — R cu proprietatile

Xy (af +bg) = aX,(f) + bX,(9)
X(fg) = (%) g(x) + F() X, (9,
unde a,b € R, f,g € F(M), se numeste vector tangent la M n punctul x.

Tn acest context se observa ca functia definita prin 0, (f) = 0, Vf € F(M), deci

. . . L. B
vectorul zero, ca si operatorii de derivare partiala Fyey

] . .
, - » | sunt vectoritangenti la M
ox™m d

X X

n punctul x. De asemenea, daca f = g = 1, atunci X,(1) = 2X,.(1) sideci X, (1) =0.1n
plus X, (c¢) = cX,(1) = 0, pentru orice functie constanta c. Identificand functiile constante
cu valorile lor putem spune ca valorile oricarui vector tangent pe scalari sunt nule.

Fie T,M multimea tuturor vectorilor tangenti la M in punctul x. Elementele lui T,M
sunt functii reale definite pe F (M) si deci are sens suma a doi vectori tangenti si produsul
dintre un numar real si un vector tangent. Mai mult, pentru fiecare x € M, multimea T, M
este un spatiu vectorial real.

Teorema 7.1.
} ]
Muftimea {

pyt i=1, n} este o baza a spatiului vectorial T, M (reper in punctul x) .
X

0
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. . [3] . . - e . . ..
Demonstratie. Evident i i=1,..,nface parte din T, /M. Si ardtdm ca ei sunt liniar

. . KR . . .
independenti. Pentru aceasta pornim de la relatia a' il = = 0 si folosim functiile

coordonate x/ : M > R, j=1,..,n. In baza definitiei 7.1, a faptului ci T, M este un

. . . . . ooxt j <
spatiu vectorial si a observatiei P 61-] rezulta

.0 ax] i o , )
O=a‘—axi| (xf)—a —| =a'é =da, j=1,..,n
Xo

< < - _ (0 . .
A ramas sa demonstram ca {ﬁ , 1=1,.., n} genereaza pe TXOM . Pentru aceasta
Xo

observam ca pe o vecinatate convexa a lui x si pentru orice f € F(M) avem

1d
FO) = fl) + | 3o/ ro + £ — x)) e
0

“re+[ > 2L

= f(xo) + X1ty (2 = x4) g; (),

(xf—xb)dt =
(x0+t(x—x0))

unde
9i(xo) = 2L (xo).
Conform definitiei 7.1 si a observatiei cd valorile lui X, pe constante sunt nule, gasim
X (f) = ?=1Xx(xi = xé)gi(x) a1y Z?=1(xi 2 x(i))Xx(gi) =
L1 X (x)g:00) + ik (2 — x§) X, (g0).
Inlocuirea x = x, implica
Xy (F) = By Xy (x1) 25 (o).

Tinand seama ca f € F (M) este arbitrara si notand X, (xi) = a', deducem

. . : ] .

Numerele X, = a' se numesc componentele lui X, , iar reperul {— , =1, n} se
oxt X0

numeste reper natural.

Daca raportam pe T, M la reperul natural, atunci adunarea a doi vectori se reduce la
adunarea componentelor corespunzatoare, iar inmultirea unui vector cu un numar real se
reduce la inmultirea componentelor vectorului cu acel numar.
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Exemplul 7.1. Pentru

0 0 0 0
X = a—a, Y—a+7a—SIkER,
gasim
0 0 0 0
X+Y—3a+£, kX—Zka——ka

Definitia 7.2.

Reuniunea TM = Uyey T M se numeste spatiul tangent al lui M. O functie
X:M->UeyT M, X(x)eTM

se numeste camp vectorial pe M.

Adunarea dintre doud campuri vectoriale si produsul dintre o functie reald si un
camp se defines punctual.
Campurile vectoriale definite prin

o]

_)ﬁ ! i=1,...,n
X

X

. d . - \
si notate cu——| , i = 1,...,n se numesc campuri fundamentale. Ansamblul lor se numeste
X

reper natural.

Teorema 7.2.
Daca X este un camp vectorial pe M atunci exista n functii reale X' : M - R, i=1,..,n,

A .9
astel incat X = X' —.
oxt

Demonstratie. Prin definitie X asociazd lui x € M un vector X(x) tangent la M in punctul
x. Dar X(x) = X" (x) si regulile x > X*(x), x € M definesc (unic) functiile X*: M — R.
Functiile reale X' se numesc componentele (coordonatele) campului vectorial X. Campul
vectorial X = X i(x)% se numeste diferentiabil (de clasd C*) daca componentele sale sunt

diferentiabile (de clasa C*).

Exemplul 7.2. X(x,y) = Zx;—x + ey% este un cAmp vectorial de calsa C*.

Alternativ, campul vectorial X poate fi privit ca fiind aplicatia X:F(M) - F(M) cu
proprietatile

X(af +bg) = aX(f) + bX(g)

X(fg) = (X(N)g + fX(9),

unde a,b € R, iar f,g € F(M).
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Definitia 7.3.

Fie X si Y doua campuri vectoriale difernetiabile de clasa C* pe M. Campul vectorial
[X, Y] definit prin f - [X,Y](f) = X(Y(f)) — Y(X(f)) se numeste crosetul campurilor
XsiY.

Evident [X,Y] = —[X,Y]. De asemenea pentru oricare trei campuri vectoriale
diferentiabile X, Y, Z are loc identitatea Jacobi

[X,[v.Z]] + [, [Z.X]] + [Z,[x.Y]] = 0.

Multimea X (M) a tuturor cdmpurilor vectoriale diferentiabile de clasa C® pe M este
un spatiu vectorial real infinit dimensional. Deoarece crosetul [,]: X (M) X X (M) -
X (M) este biliniara peste campul numerelor reale, multimea X' (M) este ceea ce se cheama
o algebra; crosetul fiind anticomutativ si verificand identitatea Jacobi, algebra X' (M) se
numeste algebra Lie.

Fie T, M spatiul tangent la M in punctul x si w, 0 1-forma in x, adica o transformare
liniard w, : T,M = R. Multimea tuturor 1-formelor in x este un spatiu vectorial real de
dimensiune n, dualul lui T, M. Acest spatiu vectorial se numeste spatiul cotangent la M in x
si se noteaza cu Ty M.

Definitia 7.4.
Fie f € F(M) . Functia df,:T,M -> R , definita prin df,(X,) = X, (f) se numeste
diferentiala lui f Tn punctul x.

Aceasta definitie impreuna cu definitia vectorilor tangenti aratd ca df, este o 1-
forma in x.

Teorema 7.3.
Fiex/: M - R, j =1, ...,n, functiile cu coordonate pe M. Multimea {dxj, j=1, ...,n}

Xo
este o baza a lui Ty, M (reper in punctul x,).

Demonstratie. Evident dx/ | i =1,..,n,apartin lui T; M.

. (8 . - o ..
Fie {@’ i = 1,...,n} , reperul natural in T, ,M. Tinand seama de definitia 7.6
Xo

deducem

=6, i,j=1,..,n,

i axJ
(x)) = ol

xo \9xt X0 oxt

si deci {dxj, j= 1,...,n} este o baza duala. Reperul {dxj, j= 1,...,n} se numeste
X0 X0

X0

coreper natural n x,.
. ) Lo o d ; .
Fie X, = al—.| . Rezultd dx/| (X,) = a’dx/| (—) = a’. De asemenea orice
dxtly x x \ox'/

1-formd w, € TyM se sCrie w, = w; dx1|x, w; fiind componentele lui w, Tn raport cu
coreperul natural.
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Rezultd w, (%) = w;, adica compnentele 1-formei w, sunt valorile lui w, pentru vectorii
reperului natural in x.
Fie F(M) algebra functiilor reale diferentiabile pe M si X (M) algebra Lie a

campurilor vectoriale diferentiabile pe M.

Definitia 7.5.
O functie w : X(M) » F(M), F(M)-liniara, C®- diferentiala VX € X (M), se numeste 1-
forma diferentiala pe M.

Adunarea a doua 1-forme si produsul dintre o functie reala si o 1-forma se definesc
punctual.

Fie w 0 1-forma diferentiala. Valorile w, sunt 1-forme in punctele x € M. De aceea
expresia locald a unei 1-forme diferentiale este w, = w;(x) dx1|x. Mai scurt, putem scrie
W = w; dx’ deoarece 1-formele diferentiale dx?,...,dx™ sunt duale campurilor

]
a, ey ax_n

Ansamblul {dx/, j=1,..,n} se numeste coreper natural. Multimea tuturor 1-

formelor diferentiale pe M va fi notatd cu X*(M).

fundamentale

Precizarea 7.1.
X, este un vector contravariant. X este un camp vectorial contravariant; w, este un vector
covariant, w este un camp vectorial covariant.

O multime ordonata {Xj, ..., X,,} de campuri vectoriale se numeste repere pe M daca
{X,(x), ..., Xp(x)} este o baza in T, M, Vx € M . Analog se defineste coreperele
{w?, ..., w"}. Acestea se numesc duale unul altuia daci w?(X,) = 8%. In general campurile
de repere (sau de corepere) nu exista decat pe o vecinatate a punctului x din M.

Daca {X,, a=1,..,n} sunt repere pe M, atunci orice alt camp vectorial V se
exprimi in forma V = V%X,. Analog, dacid {w? | b = 1,...,n} sunt corepere, atunci orice
alta 1-forma diferentiald n se exprima in forma n = n,w”.

Fie x un punct din M caracterizat de doua sisteme de coordonate (x!) = (x1,...,x™)

) 1 ’ ’ . " . . )
si (x'') ={x",..,x™}. Schimbarea de coordonate, definiti pe o vecinatate din M a Iui x,
. i N . o i i il d i . RN
se scrie x'' = x!'(x!) si admite inversa x! = x{x"'}. Bazele {—} , {dx'} _se schimba in
K oxt)y x

{%}x , {dxi'}x cu legaturile

i .
a oxt i\ 0 ; oxJ i’
— =—i(x‘) .,| , dx1| =—"dx/ | )
dxtly ox oxb Iy x  oxJ x
s
axt' oxt i’ axt axt i
axt axi" i 7 axx axi I
Daca
.9 AR i e
X :XlW:XL pra widx' = wyrdxt
x



atunci regulile de schimbare a componentelor cAmpurilor vectoriale la o schimbare de
coordonate sunt respectiv

. .
i’ _ oxt i _ dx’ ]
X' ==X, wp =)

1.8. Campuri tensoriale

Notiunea de tensor de tipul (p, q) pe spatiul vectorial T, M este cunoscutd. Utilizand acesta
notinue introducem campurile tensoriale.

Definitia 8.1.
Fie T(f (T, M) multimea tuturor tensorilor de tipul (p, q) pe spatiul tangent T,M. O functie

T:M - Uyen T; (M), T(x) € T, (TM),
se numeste camp tensorial de tipul (p,q) pe M .

Fie ch (M) multimea tuturor campurilor tensoriale pe M de tipul (p,q). Adunarea a
doua elemente din aceastd multime ca si produsul dintre o functie reald si un camp vectorial
se definesc punctulal. Multimea qu (M) este un spatiu vectorial real infinit dimensional.
Identificam:

(M) = F(M), T¢(M) =2X(M), TL(M) =X*(M).

Deoarece baza canonica in qu (T,M) este

{" ®..®

Axit

> ®dxh ® ...Q dxle}
X

dx

expresia Tn coordonate a lui T este

a
dxi1

a
ax'p

TE@) =T, P55 ® - ® 527 ® de/t @ .. @ dxla

Campul T se numeste diferentiabil daca functiile componente (coordonate) 7}.111"]'.11’ sunt
g

diferentiabile. Echivalent, un cAmp tensorial de tipul (p, q) este o functie

T: X*(M) X .. XX*" (M) XX(M) X ...xX(M) > F(M) .

p factori q factori

(a)l, P, X, ...,Xq) - (wl, 0P, X, ...,Xq) ,

F(M)-liniard in fiecare argument. Identificarea Tg (M) = X (M) impune definitia (w) =
wX), XeX(M), we X*(M). Definitiile cdmpurilor tensoriale simetrice respectiv
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antisemetrice ca si definitiile produsului tensorial si contractiei pentru campurile

tensoriale sunt evidente.
. [1,ml n . . Iq,-nl n .
Fie 6].11 j” componentele cadmpului tensorial S, lel j” componentele campului
1) q »l)q

tensorial T si fie f € F(M). Componentele cdmpurilor S, S+ T, si S @ T sunt respectiv

f i1l i1l i1l i1 K1y
J1emdq’ J1,Jq Jiedq J1redq  lenlg

Fie x un punct din M caracterizat pe de o parte prin coordonatele {x1, ..., x™}, iar pe
de alta parte prin coordonatele {x*,..,x"} = (x!"), schimbarea de coordonate fiind

. . . . . L . ) . A 9
x'" = x¥(x") cu inversa x' = x!(x"), pe o vecinatate a lui x continuta in M. Baza {ﬁ} se
X

RIS O 2 axt i\ @ < e
schimba in {—,} cu legatura ==| == (x?) —,| ; corespunzator baza duala se schimba
oxbt )y oxtly oxt oxtly

~ . . ax] . ./ .
J | = J j
in {dx’'}_culegatura dx/| == (x/")dx/| . Evident,
axt oxt _ 5i, axt oxt’ — i
axiaxs’ — ' axiloxi T U
corespunzator
0 d -/ !
Q.0 —F QR dx)t Q dx’pr =
ox'1 ox'p

. . J I
_axt1 9x'Pax/i 9x’1 9
axlll ann axl% ale ams, ax]q axll

Q-2 ®d ®..Q dx/’.
dx'P

Aceasta implica regula de schimbare a componentelor unui cadmp tensorial de tipul (p, q) la
0 schimbare de coordonate,

A i’ l’;) j1 jq i i
Tll...lp __0x'1 9xPox dx ly..lp

. . —_ PR = AT N . PR
J1-Jg Ox1 " 9x'P gyt axfil Jq-Jq

1.9. Conexiunea liniara

Definitia 9.1.
O functie D : X(M) X X(M) » X (M), (X,Y) - DyY cu proprietatile

Dfx+gyZ = fDXZ + gDyZ
Dx(fY) = X(f)Y + fDxY

se numeste conexiune liniara sau derivare covariantda pe M.
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Fie D o conexiune liniard pe M. Functiile reale [; U : M- R, hij=1,.
definite prin

)
Ds —=I"—
%6# U gxh

se numesc componentele conexiunii D. Aceste n3 functii reale determind unic pe DyY.

Intr-adevar, daca X = Xl Pl Y = YJF , atunci
:d ; .9 ay) o
= . ] —) = l ] —) = —_ j - —
DxY DX‘ii (Y axi) X Di- (Y axi) X! <ax‘ axJ + YD 9 6x1>
ax axt ax
_ (oY) B n 0 (oY) huh _ viyi @
- (axlax1+Y]nJah)Xl_ (a it LY )Xl Yinaxi’

O conexiune D determina urmatoarele doua campuri tensoriale:
1). Unul de tipul (1,2),
T: X(M) x X(M) > X(M), T(X,Y)= DyY—DyX— [X,Y],
numit campul tensorial de torsiune;
2). Altul de tipul (1,3),
R: X(M) Xx X(M) x X(M) > X(M),
R(X,Y)Z = Dyx(DyZ) — Dy(DxZ) — Dixy\Z ,

numit campul tensorial de curbura.

Coordonatele lui T si R n raport cu bazele canonice sunt respectiv

Tie = Bie = Ti

arf

Rl]k = oxi axk

UG- LT

Conexiunea liniard D se numeste simetrica daca T = 0 sau echivalent 1;,‘( = Fkij .
La o schimbare a bazei in punctul x, componentele conexiunii se schimba dupa legea

-

axt
dxh

a2yt _ i’ axt’ axk'
axiaxk — iK' axJ axk

+

h
T

Fie D o conexiune liniard pe M si X € X'(M). Conexiunea liniara D induce derivarea
covarianta in raport cu X, notatd Dy care aplica pe qu(M) in el Tnsusi. Operatorul Dy se

defineste prin Dy f = X(f), pentru f € F(M), iar DxT este produs de derivarea covarianta
folosind conexiunea de pe M, mai exact

27



(Dxw)(Y) = X(w(Y)) — w(DxY), w € TX(M),
iar
D@ s P, Y1, Yy) = X (T(0 0P, Yy, Yy)) =

—T(Dyw!, w?, ..., w?P, Yy, .., Y;) = —T(w},..,0P, Y;,..,DxY,), TeTYM).
Se verifica relatia
Dy(S®T)=DxS QT+ S DxT, VS,T.

Daca DyT =0, VX € X(M), atunci T se numeste cAmp tensorial paralel in raport cu
conexiunea liniara D. Operatorul Dy induce un operator general de derivare covarianta care
aplica pe T(f (M) in T(f +1- Acesta comutd cu contractia. Iatd cateva reguli de derivare
covariantd pe componente :
j oY Livn _ 2
Y, = +I—;hY 4 wj,i_

W
i rh
l dxt dxt Fij Wh

The = 5 t LT = L5 Th (Y'w)), = Yiw; + Yiwj,

1.10. Metrici riemannieme

Reamintim ca un produs scalar pe T, M se numeste metrica riemanniand pe T, M.

Definitia 10.1.

Un camp tensorial g de tipul (0, 2) pe M cu propietatea ca pentru fiecare x € M tensorul
g(x) este o metrica Riemanniand pe T,yM se numeste camp tensorial metric sau metricd
Riemanniana pe M. Perechea (M, g) se numeste varietate Riemannd. Fie X si Y doud
campuri vectoriale pe M. Cu ajutorul lui g putem defini produsul scalar g(X,Y), norma

IXI? = g(X,X), si unghiul (daca X si Y nu au zerouri pe M) cos 6 = l‘lgx(ﬂ(”};)” 0 € [0,].

De asemenea metrica Riemanniana g induce un produs scalar, o norma, un unghi pe

TP (M), precum si operatiile de ridicare si coborare a indicilor pentru orice cAmp tensorial
q p 51 operat >

pe M. Un camp de repere local {Xy, ..., X,,} pe M se numeste ortonormat daca g(X,, X,) =

Sap, adica {X; (x), ..., X, (x)} este o baza ortonormata in T, M, VE M.
. ; ; o 0
Local, avem exprimarea g = g;jdx' @ dx’, undeg;; = g (ﬁ, W)' De asemenea,
reamintim ca daca coordonatele (xi) ale punctului x se schimba in (xi'), atunci functiile

gij se schimba dupa legea (locald)

_ axt axJ
gi'j = o<l ax) Yij-
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Teorema 10.1.Pe spatiul Riemannian (M, g) exista o singura conexiune liniara simetrica
D cu propietatea Dy(g(Y, Z)) = g(DxY, Z) + g(Y, DyZ), VX,Y,Z € X (M).

Demonstratie. Mai intai observam ca relatia din teorema este echivalentd cu Dy g = 0,
VX € X, adica cu faptul ca g este un camp tensorial paralel in rapot cu D. Pentru
simplificarea demonstratiei vom lucra direct pe componente; fie g;; componentele lui g si

I;; " componentele lui D. Din ipotezi

0gij
h — rh 99 _ph, _ph,  —
Lj =Ty Gijk = axk LeiGnj — Iy ni = 0
rezulta

99 jk 99k agl]

—_— 4 === — =2 ]"

dxt dxJ dxk Ihk
si deci

1 hk(%&+%@_%)

U T2 dxt oxJ axk)’

Astfel conexiunea Riemanniana este caracterizata prin simbolurile Christoffel.

Exemeple de metrici Riemanniene :
Exemplul 10.1. Metrica uzuala pe R", g(X,,Y,) = (X,,Y,) produsul scalar canonic;

gij(x) =6
Exemplul 10.2. Metrica stereografica pe R",

4
(1+kl|lx[12)2 7t

9Xy, V) = Xeo Vi) k20; gii(x) =

(1+k||x||2)2 {
Exemplul 10.3. Metrica pe o bila deschisa,

4

_ n 2 1 — .
M={xeR | lxI? <=, k<0}, gy ¥ = i (K, X);

4
9ii (%) = a0
Exemplul 10.4. Metrica Poincaré pe semiplanul superior,
M = {(x,y) € R?, y > 0}; gl](x }/)—_ ij:

Facem precizarea cad in unele lucrari, metrica este data prin pétratul elementului de
arc, dx? = g;;dx'dx/.

Fie g;; = 6;; metrica uzuald pe M = R" si (x*) coordonatele euclidiene (sistem de
coordonate) ale punctului x € R™. In acest caz, pentru orice camp tensorial, coordonatele
covariante, mixte sau contravariante coincid. In particular pentru un camp vectorial
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coordonatele contravariante coincid cu cele covariante si cu cele obisnuite din geometria
analitica elementard numite deseori coordonate fizice.

Presupunem ci de la coordonatele euclidiene (x!) trecem la alte coordonate (x'),
tot ale punctului x. Rezulta

_ axt axJ . n axt axJ
gij' = axt gxi’ U T A= g0i" gud”

Sistemul de coordonate (x!') se numeste ortogonal dacd gy/;» = 0 pentru i’ # j’. Tn acest
caz g;i» >0, Vx € R" si functiile hy = m, i'"=1,..,n, se numesc coeficientii
Lamé.

Fixam un sistem de coordonate (x!) ortogonal. Fie campul vectorial X = X*
Coordonatele covariante ale lui X sunt

0
axi’

A .7 2 .
le = Z?, gi’j’Xl = h]-/X]

fara sumare dupa j'. Pe de alta parte observam ca ansamblul format din campurile
vectoriale

_ox' o8 ox™ 9 =1 n
t axt’ 9xt axi axn’ ‘R
este un camp de repere pe R™. Ortonormand acest camp de repere in raport cu metrica
uzuald, obtinem

1 1
e =—tyy e.r=—=t.r.
il h1, 1,.,°n hn’ n

Cu aceasta, obtinem exprimarea

. j
aji’ = xi' 2 9 _ Xlltlr, ...,Xn’tnr = (hlxll)elr + -+ (hn'Xn’)en’ )

axt axJ

X =xv

coordonatele
_ 1/ _ 1A
X o =hyX", X o = hy X"

numindu-se componente (coordonate) fizice ale campului vectorial X.
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1.11. Operatori diferentiali pe o varietatea riemanniana

Fie (M, g) o varietate Riemanniana, fie F(M) algebra functiilor diferentiale de clasa C™ pe
M si X' (M) algebra Lie a campurilor vectoriale diferentilabile de clasa C* pe M.

1.11.1. Gradientul
Fie f € F(M) . Campul vectorial grad f definit prin
9X, grad f) = X(f) = df (X), Vx € X(M)

se numeste gradientul lui f.

Tn coordonate,

. . i if
grad f = g === (grad f)t =g Py

Din definitie se observa ca grad f este ortogonal hipersuprafetelor de nivel constant
atasate lui f. Se verifica urmatoarele relatii

grad(a, f; + a,f,) = a,grad f; + a,grad f,

grad(f, f>) = f grad f, + fograd f;

d fi _ frgrad fi-figrad f,
f2 z :

Demonstrazie. g(X, grad (fify)) = X(fifo) = fiX(f) + £LX(f) =

gra

= f19(X, grad f;) + f,g(X, grad f;) = g(X, fygrad f, + f, grad f;), VX € X(M).

Rezulta grad (f,f,) = f; grad f, + fograd f;.
Operatorul grad : F(M) — X (M) definit prin f — grad f se numeste gradient.

1.11.2. Hessiana
Fie f € F(M). A doua derivata covariantd a lui f In raport cu conexiunea riemanniand se
numeste hessiana Ui f si se noteaza prin Hess f . Alternativ, hessiana este campul
tensorial de tipul (0,2) definit prin

Hess f(X,Y) = Dy(df)(Y) = X(df (V) — df (DxY), VX,Y € X(M).

Tn coordonate,

_(_9*f n of i K _ _9%fF h Of
Hess f = (axjaxk—l}km)dxl X dx*, (Hessf)j,C = W—I}kax—h,
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Operatorul Hess : F(M) — TQ(M) definit prin f — Hess f se numeste hessiand

1.11.3. Divergenta

FieXeXxX(M), X = X! F si derivata sa covarianta X‘ in raport cu conexiunea
C o va , o g ; _ oxt i v
riemanniand. Campul scalar div X definit prin contractia div X = X; = — + [} X se
; Ixt ]

numeste divergenta lui X.
Fie g = g;;dx’ ® dx/. Dacd notaim G = det|g;;], atunci

_ 1 9(V6xY)

ivX = . m ai.
div T axl CUsu adupd i

Intr-adevar, se observa ca

[t = lgik (ag_f{c 99ik _ agii) — 1 ik 99ik
o2 axt axJ)  axk 2 axJ

si tindnd seama de regula de derivare a unui determinant,

9G _ 0G 9gik _ Gai* 9gik

axi dgi 0g) axJ’
deducem
i _ 106 _ 1 e
Y 2G 0xi VG oxJ
Deci

oxt | 1 oVGy; _ 1 9(exY
leX_ +\/—6xJX VG axt

Aceasta expresie a divergentei este des utilizata si permite dovedirea imediata a relatiei

div(fX) =X(f) + fdivX, f e F(M), VX € X(M).
Operatorul div : X' (M) — F (M) definit prin X = X! % - X';, se numeste divergentd.

1.11.4. Laplacianul

Operatorul A definit prin Af = div (grad) f se numeste laplacian. Explicit
_ ki ki(_9°f _ Of rn
Af = (\/_g l ) g l(axkaxi axh Fkl)’

adica A este urma hessianei.

32



1.11.5. Rotorul

A . ;0
Fie campul vectorial X =X‘ﬁ

asociata. Campul tensorial rot X de tipul (0,2) definit prin

si W= ginidxj, w; = gl-]-Xi, 1-forma diferentiala

rotX = (wj; — w;;)dx! @ dx’ = (6 (g&) dxt—0 (gﬁ) 6xj) dx' @ dx’
X X

se numeste rotorul lui X . Operatorul rot: X(M) - T{(M), X - rotX, se nNumeste
rotor.

Se dovedeste cd daca M c R3, atunci campul tensorial rot X este echivalent cu un
camp vectorial contravariant definit prin componentele

P i h i h Kk
(rot X)* —\/(_;<6 (g%) dx/ a(g%)ax ),

unde {i, j, k} este o permutare ciclicd a multimii {1,2,3}. Tot in acest context se verifica si
relatiile

rot (rot X) = grad (divX) — AX
div (rot X) = 0.

1.12. Forme alternate

Fie V un spatiu vectorial real de dimensiune n .

Definitia 12.1.
O g-forma sau forma alternata de ordinul q pe V este o functie

w: VR ..V - R, (vl, ...,vq) - a)(vl, ...,vq)

q factori

care satisface urmatoarele conditii :

1). multiliniarda: pentru fiecare i € {1,...,q} §i Vy,..,Vi_1,Vi41, ..., Vg €V, restrictia
V- w(vl, vy Uiz, Vi Vig1s ...,vq) este liniara.

2). antisimetrica: pentru fiecare vy, ...,V € V §i pentru fiecare permutare o a multimii
{1, ..., q} se satisface (%(1)' ...,vg(q)) = (sign a)a)(vl, ...,vq) .

Cu alte cuvinte, o g-forma pe V nu este altceva decat un tensor antisimetric de tipul
(0,9) pe . Multimea tuturor g-formelor pe V' se noteaza cu F, (V) si este un spatiu vectorial
real cu
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Cldaca 0<qg<n

dimTq(V)={ 0 daca g>n

Evident, Fo(V) = R, F; (V) =V".

Definitia 12.2.
Fie F,(V), F,(V), Fpiq(V). Functia A: Fy(V) X Fy (V) = Fpyq(V) definita prin

1 ,
((1)1 A (1)2)(171, v vp+q) = mZU(Slgn 0')0)1(170(1), v vo-(p))(l)z (va(p+1)l ---rva(p+q)) )

suma fiind luatda dupa toate permutarile o ale lui {1,..,p+q}, se numeste
produs exterior.

Se observa ca produsul exterior este o aplicatie biliniara asociativa. Asociativitatea
permite extinderea definitiei produsului exterior la un numar finit de factori.
Evident,

w' A w? = (=1)P10w?% A w?.

Teorema 12.1.

Dacad {ej, j=1,..,n}este o bazialui V si{e!, i=1,..,n}estebazasa

duala in V*, atunci multimea {eil AnAetd, 1 <ip<--< g < n} este o baza a lui
Fy(V), numita baza produs.

Demonstratie. Multimea din teorema este liniar independenta. Intr-adevar, relatia
Li< ig Wiy i€ A Ae'd =0 (g-forma nula),
implica
0= Zi1<.-- iq wil...iqeil A... Ae's (eh' "" ejq) =
= Qi< < iq Wiy...tq Y, (sign o)e™ (ed(h)) . el (e“(fq)) -
= 2i1<---<iq Wi, ... ig 20(0)5;1(,'1) 6Cirq(jq) = Wj, g

unde j, <« <jg .
Sa aratdim cd@ multimea din teoremd sau mai general multimea {eil A A
eld, ij,., iq=1, ...,n} genereaza pe F, (V). Pentru aceasta, fie w € F, (V) si numerele

reale wil . iq =w (eil, . eiq).
Gasim

. . 1 _ .
Wi, € N Ne' (9j1 ) ees € ) = Wi .0, aza(ﬂgn o) e‘l(ea(h)ea(h)) =
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Z (sign o) e (eq(jp)eo(iy) = “%1 zqz (sign ")50(10 a(}) = Do T

=w (ejl, ) e]-q).
Deoarece w este multiliniara, ultima relatie implica

wil._iqeil A Nela(vy, ., vy) = w(vg, 0, 1)

Deci
— i iq — ' j
W=, et A.Net= Y < < g Wi _.jqeh A..Nela,

unde numerele reale q! w;, g J1 < <Jg, sunt coordonatele stricte ale g-formei w.

1.13. Forme diferentiale alternate

Fie M o multime deschisa din R™, T,M spatiul tangent la M in punctul x si F,(T,M)
multimea tuturor g-formelor pe T, M.

Definitia 13.1.
O functie w : M = Uy Fg (T M),  w(x) € Fy (T M), se numeste q-forma diferentiald sau
forma diferentiala de ordiunul g pe M.

Cu alte cuvinte , 0 g-forma diferentiala este un camp tensorial antisemetric de tipul
(0,2) pe M. Fie F;M multimea tuturor q-formelor diferentiale pe M. Adunarea a doud
elemente din aceastd multime ca si produsul dintre o functie reala si o g-forma se definesc
punctual.

Fie Ty M dualul spatiului tangent. Baza canonica in T, M este

7] X
{F, l:].,...,n} ,
x x

iar duala sa, baza in ;M , este {dx’, i =1,..,n} . Baza indusd in F; M este
{dxtt Ao A dxla, 1 <0y < el < n}x.
Folosind sistemul de generatori {dx® A .. A dxia}, espresia in coordonate a lui w este
w(x) = ., (dx" A Adxte
Funcitiile x - w;, iq (x) se presupun diferentiabile de clasd C* pe M.

Fie F(M) algebra functiilor reale si X' (M) algebra Lie a cAmpurilor vectoriale. O g-
forma diferentiala pe M poate fi privita ca fiind o functie

w: X M) ..x XM) > FM), (X1, ..X,) > w(Xy, ., Xg)
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F(M)-liniara in fiecare argument si cu proprietatea

W(Xo(1y - Xo(q)) = (sign D (Xy, ..., Xy)
unde o este o permutare a multimii {1, ..., q}.
Definitia produsului exterior pentru g-forme diferentiale este evidenta.

Fie X € X (M) si w € Fy(M). Prin contractia dintre X si w intelegem 0 (q — 1)-
forma diferentiala X | w definitd prin

X @)Xy, s Xgo1) = 0(X, Xy, o, Xgo1), X1y s Xgoq € X(M).

Definitia 13.2.
Fie F,(M) si Fgr1(M). O functie R-liniara d : Fy(M) = Fg1(M) cu proprietatile

1).d>=0

2). d(w' Aw?) =dw' Adw?+(—1)%w! A dw?
3). X(dw) = d(X(w)), VX € X (M)

4). X(w) =X]dw+dX] w)

se numeste diferentiala exterioara.

Utilizand derivata covarianta si crosetul putem scrie:

dw(Xy, ., Xg1) = z (=D Dy, (X, o, Xim, s Xgin) +

1<i=q+1
+ Yicisisqr1CDM 0([X Xi]o Xo oo Xit, oo, Xivt oo Xjts o, Xipt, o0 Xga1) -
Pe F(M) = F,(M) diferentiala exterioara se reduce la diferentiala obisnuita. Mai mult,
do(x) = dw;,..; (X) Adx" A LA dx'a .

O q-forma diferentiala w cu proprietatea dw = 0 se numeste forma inchisa. O
(q + 1)-forma diferentiald n cu proprietatea ca existd o g-forma w astfel incat n = dw se
numeste exacta .

Observatia 13.1.
Multimea deschisa M pate fi inlocuita cu orice subvarietate de dimensiune m < 1, cu sau
fara frontierd, a lui R™.
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Observatia 13.2.

Fie M o subvarietate a lui R™, de dimensiune m, cu sau fara frontiera. O forma volum pe
M este 0 m-forma diferentiala w pe M cu proprietatea w(vy, ..., v,,) = +1 ori de cate ori
V1, .., Uy este o baza ortonormata a lui T,(M).

O alegere a unei forme volum w pe M se numeste orientare a lui M; despre M se
zice ca este orientatd.

Fie M o subvarietate de dimensiune m > 2, cu frontiera. O orinetare pe M induce 0
orientare pe oM.

Observatia 13.3.
n (]R& Sij), 1-formele si 2-formele pot fi convertite Tn campuri vectoriale prin
corespondentele:

. (1 2
S fidxt DY £U, D fdx? Adx® + fdx® Adxt + fydx! A dx?
1
df 8 grad f
© @)
weV=>doerotV

n & V =dn = (divV)dx® Adx? A dx3.
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Capitolul 2.

Electromagnetismul si relativitatea speciala

Din punct de vedere istoric, ecuatiile lui Maxwell au fost descoperite Tnainte de
teoria relativitatii speciale. Se credea ca undele de lumina trebuie sa fie oscilatii ale unei
substante care umple tot spatiul. Aceasta a fost numita eterul. Ideea era ca ecuatiile lui
Maxwell sunt valabile doar intr-un sistem in care eterul este in repaus; atunci lumina ar
trebui sa se deplaseze cu viteza c in raport cu eterul.

Acum stim ca conceptul de eter este un bagaj inutil. In schimb, ecuatiile lui
Maxwell sunt valabile in toate sistemele inertiale si sunt primele ecuatii ale fizicii care sunt
compatibile cu legile relativititii speciale. In cele din urma, prin studierea ecuatiilor lui
Maxwell, Lorentz a putut sd determine forma transformarilor Lorentz care au pus ulterior
baza pentru viziunea lui Einstein asupra spatiului si timpului.

Scopul nostru in aceasta sectiune este de a vedea electromagnetismul prin prisma
relativitatii speciale. Vom vedea ca observatori din siteme de referinta diferite nu vor fi de
acord cu ceea ce numesc campuri electrice si ceea ce numesc campuri magnetice. Vor
observa densitati de sarcina si curenti diferiti, dar toti vor fi de acord ca acestea sunt legate
de aceleasi ecuatii ale lui Maxwell.

2.1. Relativitatea speciala

Relativitatea restransa este teoria fizica a masurarii in sistemele de referintd inertiale
(SRI) propusa in 1905 de catre Albert Einstein in articolul sau Despre electrodinamica
corpurilor in miscare [2]. Aceasta este bazata pe doua postulate:

1) Primul postulat - Principiul relativitatii restrdnse - Legile fizicii sunt aceleasi in
orice sistem de referinta inertial. Cu alte cuvinte, nu exista sistem de referinta
inertial privilegiat.

Acest postulat da nastere unui set triplu de sisteme de referinta inertiale ce se
deplaseaza cu viteze constante unul in raport cu altul, in care ecuatiile diferentiale care
descriu legile fizice iau aceeasi formad in toate sistemele inertiale.

2) Al doilea postulat - Invarianta lui ¢ - Viteza luminii in vid este constanta pentru
toate SRI in toate directiile si nu depinde nici de viteza sursei, nici de viteza
observatorului.

Acesta implica faptul ca c are aceeasi valoare constanta in toate sistemele inertiale.

Transformadrile intre sistemele inertiale sunt implicite, care au consecinte fizice foarte
importante.
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Relativitatea restransa modifica notiunile newtoniene de spatiu si timp afirmand ca
timpul si spatiul sunt percepute diferit in sensul ca masuratorile privind lungimea si
intervalele de timp depind de starea de miscare a observatorului. Rezultd de aici echivalenta
dintre materie si energie, exprimatd in formula de echivalentd a masei si energiei E = mc?,
unde c este viteza luminii in vid. Relativitatea restransa este o generalizare a mecanicii
newtoniene, aceasta din urma fiind o aproximatie a relativitatii restranse pentru
experimente 1n care vitezele sunt mici in comparatie cu viteza luminii.

Desi teoria relativitatii restranse face anumite cantitéti relative, cum ar fi timpul, pe
care ni lI-am fi imaginat ca fiind absolut, pe baza experientei de zi cu zi, face absolute unele
cantitati pe care le-am fi crezut altfel relative. Tn particular, se spune in teoria relativitatii ca
viteza luminii are aceeasi valoare pentru toti observatorii, chiar daca ei sunt in miscare unul
n raport cu celdlalt. Relativitatea restransa dezviluie faptul ca ¢ nu este doar viteza unui
anumit fenomen - propagarea luminii - ci o trasatura fundamentala a felului in care sunt
legate intre ele spatiul si timpul. In particular, relativitatea restrinsi afirma ci este
imposibil ca un obiect material sa fie accelerat pana la viteza luminii.

Teoria a fost numita "restransa" deoarece aplicd principiul relativitatii doar la
sisteme inertiale. Einstein a dezvoltat relativitatea generalizata care aplica principiul
general oricarui sistem de referintd, iar acea teorie include si efectele gravitatiei.
Relativitatea restransad nu tine cont de gravitatie, dar trateaza acceleratia.

Aceasta teorie are o serie de consecinte surprinzatoare si contraintuitive, dar care au
fost de atunci verificate pe cale experimentala. Einstein a spus ca toate consecintele
relativitatii restranse pot fi derivate din examinarea transformarilor Lorentz.

Aceste transformari, si deci teoria relativitatii restranse, a condus la predictii fizice
diferite de cele date de mecanica newtoniana atunci cand vitezele relative se apropie de
viteza luminii. Viteza luminii este atdt de mult mai mare decat orice viteza intalnita de
oameni incat unele efecte ale relativitdtii sunt la nceput contraintuitive:

e Dilatarea temporala - timpul scurs intre doud evenimente nu este invariant de la un
observator la altul, dar el depinde de miscarea relativa a sistemelor de referinta ale
observatorilor (ca in paradoxul gemenilor care implica plecarea unui frate geaman
cu o nava spatiala care se deplaseaza cu o viteza aproape de cea a luminii si faptul
ca la intoarcere constata ca fratele sau geaman a imbatranit mai mult).

e Relativitatea simultaneitatii - doua evenimente ce au loc in doua locatii diferite, care
au loc simultan pentru un observator, ar putea aparea ca avand loc la momente
diferite pentru un alt observator (lipsa simultaneitatii absolute).

e Contractia Lorentz - dimensiunile (de exemplu lungimea) unui obiect masurate de
un observator pot fi mai mici decat rezultatele acelorasi masuratori efectuate de un
alt observator (de exemplu, paradoxul scarii implica o scara lunga care se
deplaseaza cu viteza apropiata de cea a luminii si tinutd Tntr-un garaj mai mic).

e Compunerea vitezelor - vitezele nu se aduna pur si simplu, de exemplu daca o
racheta se misca la % din viteza luminii pentru un observator, si din ea pleaca o alta
racheta la %3 din viteza luminii relativ la racheta initiald, a doua rachetd nu depaseste
viteza luminii Tn raport cu observatorul. (Tn acest exemplu, observatorul vede
racheta a doua ca deplasandu-se cu 12/13 din viteza luminii.)

e [nertia si impulsul - c&dnd viteza unui obiect se apropie de cea a luminii din punctul
de vedere al unui observator, masa obiectului pare s creasca facand astfel mai
dificila accelerarea sa in sistemul de referinta al observatorului.

e Echivalenta masei si energiei, E = mc? - Energia inmagazinata de un obiect in
repaus cu masa m este egald cu mc?. Conservarea energiei implicd faptul ca in orice
reactie, o scadere a sumei maselor particulelor trebuie s fie insotita de o crestere a
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energiilor cinetice ale particulelor dupa reactie. Similar, masa unui obiect poate fi
marita prin absorbtia de citre acesta de energie cinetica.

2.1.1. Transformarile Lorentz

Postulatele teoriei relativitatii restranse a lui Einstein pot fi exprimate in limbaj
matematic sub forma de ecuatii, care leaga coordonatele de pozitie si timpul unui
eveniment fizic E in doua sisteme de referinta inertiale (SRI), S si S’, unde S’ este in
migcare relativa cu viteza U constanta in raport cu sistemul S. (Fig. 2.1).

v 45 Y’ill S’

.7

—_—

I

I

I

: % ¥, Z t

: .E(x’, v,z t’)

|

1

1’

e ——— |
0 4 X

Z

Fig. 2.1 Transformarile Lorentz. Sistemul S’ in miscare relativa
cu viteza ¥ constanta in raport cu sistemul S.

Pentru simplitate, admitem ca in momentul initial originile O si O' ale sistemelor de
coordonate rectangulare S = 0XYZ si S" = 0'X'Y'Z’ coincid, iar S’ se deplaseaza cu
viteza relativa v in raport cu S de-a lungul axei X (axele OX si O'X’ sunt orientate n
sensul vitezei ¥. Notdm coordonatele si timpul masurat de observatorii din S si S’ prin
t,x,y,z, si, respectiv, t',x’,y’,z'. Pornind de la postulatele sale, Einstein deduce
urmatoarele relatii intre coordonatele spatio-temporale:

(t'=y(t-5x)
x' =y(x —vt)
, (2.1)
y' =y
\z' =z
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( t=y(t’+:—2x’)

x=ykx"+vt") 2.2)

y=Yy

\ z=127'

este factorul Lorentz, v este viteza relativa a lui S’ in raport cu S, si ¢

unde y = ( u2>
-

este viteza luminii care are valoarea ¢ = 299792458 ms 1.

Aceste sisteme de ecuatii poarta numele de transformarile lui Lorentz, deoarece
ecuatiile au fost obtinute de fizicianul olandez H. Lorentz inainte de Einstein, pornind de la
alte considerente.

Primul sistem de ecuatii (2.1) reprezinta timpul si coordonatele unui eveniment din
sistemul S’ in functie de coordonatele aceluiasi eveniment din S.

Al doilea sistem de ecutii (2.2) reprezinta timpul si coordonatele unui eveniment din
sistemul S in functie de coordoanatele aceluiasi eveniment din S’.

Remarcam ca atunci cdnd v K c, raportul v/c < 1, radacina \/1 — v?/c? = 1i
transformarile lui Lorentz se reduc la transformarile cunoscute ale lui Galileo:

TransformariledelaSla S’; Transformarile de la S’ 1a S:
t'=t t=t'
x'=x—vt x=x"+ vt
y' =y y=y'
z'=2z z=2z

Acest rezultat denota un principiu fundamental al fizicii - principiul corespondentei,
conform caruia orice teorie mai generala cuprinde vechea teorie ca un caz particular,
punandu-i in evidenta limitele de valabilitate. Deci, mecanica newtoniana poate fi aplicata
ca o teorie suficient de exacta in domeniul vitezelor mici in raport cu viteza luminii.

Transformarile Lorentz au doud consecinte imediate : dilatarea timpului si contractia
lungimilor.

e Dilatarea timpului
Fie doua evenimente care au loc in sistemul mobil S’ in punctele cu coordonatele x4
si x5 , lamomentele t; si t; . Se pune intrebarea: care este intervalul de timp dintre aceste
evenimente, masurat in sistemul de referinta fix?
Din (2.2) avem:

de unde rezulta ca
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o=t =y (t+52) =y (4 +5x") = y(th —t) +y 5 (x5 — x).

Observatie: Intervalul de timp masurat in sistemul fix S depinde nu numai de timpul
t5 — t;, masurat in sistemul mobil S’, ci si de distanta x} — x; dintre evenimente. Tn teoria
relativitatii restranse (TRR), timpul si spatiul sunt marimi inseparabile, spre deosebire de
mecanica newtoniand unde timpul si spatiul sunt independente. Sa analizdm cazul particular
cand evenimentele au loc in acelasi punct x5 = x} , Tn momente diferite t} # /. Tn acest
caz:

t, —t; = y(ty —tq).

Intrucit y < 1, rezulticat, —t; > t, —t].

Deci, durata unui fenomen intr-un sistem in miscare este mai mare decat durata
aceluiasi fenomen intr-un sistem aflat Tn repaus. Acest rezultat este cunoscut sub numele de
dilatarea relativista a timpului.

e Contractia lungimilor
Fie Tn sistemul S’, pe axa 0'X’, o bara de lungime x;, — x; = I’ Tn repaus. Dorim sa
aflaim lungimea barei in miscare in sistemul S. Tn acest scop, observatorul din sistemul S
trebuie sa fixeze simultan coordonatele x; si x, ale extremitatilor corpului in miscare,
obtinand | = x, — x;.
Din (2.1) avem:

xi =y(xy —vt), xy =y (x; — vt),
de unde rezulta ca:
Xp3—x; =y, —x)) el =yl
Deoarece v < ¢, rezulta cay > 1 sideci l' > L.

Asadar, lungimea corpului masurata in miscare este mai mica decat lungimea lui in
repaus. Acest fenomen este denumit contractia lungimii (distantei).

Invariante Lorentz

O cantitate fizica care ramane neschimbata la transformarile Lorentz se spune ca
este invarianta Lorentz. De exemplu consideram un puls de lumina care pleaca din origine
latimpul t = t' = 0, si se propaga ca o unda sferica. Un observator in repaus in sistemul S
descrie pozitia frontului de unda sferica la timpul t prin ecuatia:

x> +y2+z2=c?%? = c*t?—x?2-y2-z2=0.
Dar, din principiile relativitatii speciale, un observator in repaus din S’ vede pulsul
de lumina ca se deplaseazd cu aceasi viteza c¢, scriind astflel o ecuatie similara pentru

pozitia frontului de unda sferic in S':

Czt’2 _ le _ yIZ _ ZIZ = 0.
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Cantitatea c?t? — x? — y% — z? are aceasi valoare pentru toti observatorii inertiali
si se numeste invarianta Lorentz.

2.1.2. 4-Vectorii in tranformrea Lorentz

Este extrem de util sa scriem coordonatele spatio-temporale in 4-vectori sub forma
X =X* = (xg,xq,%x5,x3) = (ct,x,v,2z), wu=0,1,23.
O transformare generala Lorentz este o aplicatie liniard de la X la X’ de forma
(X" = Ay XY,
unde A este o matrice de tip 4x4 care verifica ecuatia
AN NA=1 SN NG =Ty (2.3)
iar n,,, este metrica Minkowski
N = diag (+1,-1,—-1,-1).

Solutiile pentru (2.3) se Tmpart in doua clase:

In prima clasa avem rotatiile. Fiind data o matrice de rotatie R de tip 3 X 3 care

verificd RTR = 1, putem construi o transformare Lorentz A care verifica (2.3) prin
incorporarea lui R n partea spatiala:

(2.4)

Aceste transformari descriu modul de corelare a coordonatelor a doi observatori care se
rotesc unul in raport cu celalalt.

Cealalta clasa de solutii pentru (2.3) sunt transformarile Lorentz. Acestea sunt
transformdrile potrivite pentru observatori care se misca unul in raport cu celilalt.
Transformarile Lorentz speciale (BOOST) (2.1) sunt echivalente cu

Y —ﬁy‘ 00
AR = —By Y 00 ' 25
v 0 0 1 0 (2.5)
0 0 0 1

unde g = E Deci relatia (2.3) poate fi consideratd ca o definitie pentru transformarile

Lorentz speciale.

Cu 4-vectorii se pot scrie foarte usor cantitati invariante. Pentru a le construi, ludm
produsul scalar a doi 4-vectori. Acesta este dat de metrica Minkowski si vine cu unele
semne minus. De exemplu, produsul scalar al unui 4-vector X cu el insusi este dat de:
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X X =XtnpXY =c?t? —x*—y? -z,

care este un invariant Lorentz. Similar, daca avem doi 4-vectori X si Y atunci produsul
scalar

X Y = XYY

este tot un invariant Lorentz.

2.1.3. Ridicarea si coborarea indicilor

Semnele minus din metrica Minkowski 7 indica faptul ca este util sa se introduca o
usoarda modificare la conventia obisnuita de sumare a indicilor care se repeta.
Fie 4-vectorul

Xt = (C)f) x=(xy72),

cu indicele spatio-temporal plasat ca indice superior. Definim

Xy = (f;)

cu indicele spatio-temporal plasat inferior. Cu aceasta conventie, produsul scalar
Minkowski poate fi scris sub forma

XX, =c%t?2—x-x.

Tn schimb, X*X* = c2t? + x? este gresit in contextul relativitatii speciale. De fapt, vom
declara in scurt timp ca este gresit sa scriem lucruri precum X*X*,

Este firesc sa ne gandim la X, in termenii lui X folosind metrica Minkowski
Nuw = diag(+1,—-1,—1,—1). Urmdtoarea ecuatie este evidenta:

Xy =1 X" .

Aceasta inseamna ca ne putem gandi la metrica Minkowski ca permitandu-ne s coboram
indicii. Pentru a ridica indicii inapoi avem nevoie de inversa lui n,,,, care este aceeasi

matrice n#” = diag(+1,—1, —1,—1), ceea ce inseamna cd avem n**1n,, = 55 siputem
scrie:
XV =n"HX,.

De exemplu, pentu 4-vectorul vitezd U* = y (lcl) pe care 1l vom defini mai tarziu
(in sect. 2.15), avem

0=v(5) @9
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Aceasta diferentiere intre indici superiori si indici inferiori ofera un formalism
simplu pentru a asigura ca toate obiectele au proprietati frumoase de transformare relativ la
grupul Lorentz. Insistam ca, la fel ca in conventia de sumare obisnuitd in care indicii
repetati S& apara doar in perechi, acum insistam in plus ca perechile sa apara intotdeauna cu
un indice in sus si cu celalalt in jos. Rezultatul va fi un obiect invariant la transformarile lui
Lorentz.

2.1.4. Vectori, covectori si tensori in relativitatea speciala. Forma covarianta

Este nevoie de o matematicd mai profundd pentru dinstingerea lui X si X,,. Formal,
aceste obiecte fac parte din spatii duale unul atuia. Vom continua sa ne referim la (X*) ca
vectori, dar pentru a le distinge, vom numi (X,,) covectori.

Pentru moment, diferenta primard dintre un vector si un covector este modul in care
se transforma 1n urma rotatiilor si transformarilor Lorentz. Stim ca, la o transformare
Lorentz, orice 4-vector se schimba ca:

Xt X = abxv.
Din aceasta vedem ca un covector ar trebui sa se transforme ca:
o p Pyo — p.ov
Xy = Xy = o X0 =Myp A X% =1yp A" Xy, .

Folosind regula pentru ridicarea si coborarea indicilor, aplicata acum la transformarea
Lorentz A, putem scrie aceasta ca

v
Xy PALKy .

Matricea A }, poate fi scrisa in functie de matricea inversa A~*. Pentru a vedea acest lucru
folosim definitia transformarilor Lorentz (2.3):

P — P —
/\unpa/\g_nuv = Ay Npy = Ny
P Ao _ go
:>/\M/\,;)—6ﬂ
o — SO
= Ag AN, =6,

Acum comparam aceasta cu formula pentru inversa unei matrici,
-1 P _ -1 —
(A )g/\u—6;{ = (AHI=A]. (2.7)

Rezultatul (2.7) este analog cu afirmatia ca inversa unei matrici de rotatiec este matricea
transpusa. Pentru transformarile generale Lorentz, inversa este un fel de transpunere unde
"un fel" inseamna ca existd semne minus de la ridicare si coborére. Plasarea indicilor in
(2.7) ne indica unde merg aceste semne de minus.

Concluzia care o tragem din (2.7) este ca daca vrem sa renuntam la notatia cu indici,
atunci vectorii se transforma ca X — A X in timp ce covectorii - care, in scopul acestei
propozitii, ii vom numi X — se transformica X — A" X.

De exemplu, pentru 4-derivata 0* = G%, —V) , despre care vom vorbi mai tarziu,

avem
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d== (229,

oxXH cat

Observam cd indicele superior al 4-vectorul X* a migrat la un indice inferior al derivatei d,,.
Pentru ca acest lucru sa aibad sens notational, vom verifica ci d, se transformad intr-adevar
ca un covector. La o transformare Lorentz, X# —» X'* = A% XV, deci avem

_ 0 9 _0XY 9 _ 4Ny A _ v
Ou =3x8 = axn ~owmoxy = N DOy = A0y,

care este Tntr-adevar transformarea unui covector.

Tensori in relativitatea speciali

Cel mai general obiect poate avea 0 multime de indici superiori si inferiori, T," "',

Aceste obiecte sunt denumiti si tensori de tipul (n, m). Pentru a fi considerati ca tensori, ei
trebuie sa se transforme la 0 transformare Lorentz ca:

! (o2 0
T i =Lt  AREA S AT (2.8)
Putem Tntotdeauna folosi metrica Minkowski pentru a ridica si a cobori indicii
tensorilor, schimband tipul de tensor, dar pastrand numarul total de indici n + m fixat.
Tensorii de acest fel stau la baza teoriilor noastre. Acest lucru se datoreaza faptului
cd, daca construim ecuatii numai din tensori care se transforma in acest mod, atunci atat
timp cét indicii g, v, ... coincid in ambii membri ai ecuatiei, avem garantia ca ecuatia arata
la fel in toate SRI. Astfel de ecuatii se considera a fi covariante.
De acum nainte putem fi siguri ca lucram cu o teorie compatibila cu relativitatea
prin asigurarea a doua lucruri simple :
e (Caavem de a face doar cu tensori.
e Ca indicii coincid in ambii membri ai ecuatiei.

2.1.5. Forma covarianta

Deci...

O ecuatie exprimata exclusiv in termeni de 4-vectori si invarianti Lorentz se spune
ca este in forma covarianta.

Daca o ecuatie poate fi pusd in forma covarianta, inseamna cd ecuatia va continua sa
aiba aceeasi forma daca toate cantitdtile implicate sufera o transformare Lorentz.

O ecuatie care este in forma covariantd este compatibila cu relativitatea speciala.
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2.1.6. Timpul propriu, distanta proprie. 4-Viteza, 4-impulsul, operatorul
diferential (4-gradientul) d* si operatorul lui D’alambert 0

Cheia construirii teoriilor relativiste ale Naturii constd 1n gasirea variabilelor cu
reguli de transformare tensoriale in transformarile lui Lorentz. 4-vectorii X, etichetand
punctele spatio-temporale, sunt un inceput bun. Dar avem nevoie de mai mult. Aici
analizam modul in care celelalte variabile cinematice: viteza, impulsul si acceleratia
formeaza 4 —vectori.

Sa presupunem ca, intr-un sistem de referintd, particula descrie o traiectorie. ldeea
este de a gasi o modalitate de a parametriza acesta traiectorie ntr-un mod in care toti
obervatorii sa fie de acord. Alegerea naturala este timpul propriu z, durata timpului
experimentat de particula in sine. Daca stdm intr-un sistem de referintd, urmarind miscarea
unei particule cu 3-viteza newtoniana u(t), atunci relatia dintre timpul ¢ si timpul propriu al
particulei 7 este data de

De asemenea, distanta proprie este data de relatia
ds? = c2dt? — dx? — dy? — dz?,

care se poate scrie ca

2 2
ds? = c2dt? — dx?® = c?dt? (1 — %) =22 = c2ge2,

Y2 (w)
2
deci dz? = dciz , care reprezinta relatia dintre dt si ds pentru ¢ # 1.
e 4-Viteza

Pentru a defini viteza intr-o forma invarianta, definim 4-viteza in functie de timpul
propriu prin:
_ X _axadr

Cc
U:= dt ~ dtdt y(w) (u)’ (2.9)
Patratul lungimii sale este dat de:

dxH dx 2
0117 = Uk = S22 = y2u)e? — y2(wu? = y2w)e? (1-5) = ¢2,

Deci,
lUII? = c2. (2.10)

De asemenea, din (2.9) avem:
IUII? = y*(w)(c® — u?). (2.11)
Din (2.10) si(2.11) rezulta ca
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¢ =y*(w)(c® —u?),

care se reduce la definitia factorului Lorentz.

e 4 -Impulsul

Similar, putem defini 4-impulsul prin

— — c\ _ (E/c
P=mU = my(u)(u) = ( p ), (2.12)
unde E = myc? este energia totald a particulei in miscare si p = ymu = (p,, p,, p,) este 3-
impulsul in relativitatea speciala, iar m este masa de rapaus (masa unei particule intr-un
sistem Tn raport cu care este in repaus).

Patratul lungimii sale este dat de:

IPII? = P,P* = m? U,U* = m?c2. (2.13)
Din (2.12) avem:
2
IPII =% ~p - p. (2.14)

Din (2.13) si (2.14) rezulta relatia dintre energie si moment:

E? =c?p - p + (mc?)?.

e Operatorul diferential d* si operatorul lui D’alambert O

Operatorul diferenttal 0# este un 4-vector care are componentele:

w— (L9 9 9 9\_ (10 _
of = (c at’ ax’ay'az) - (cat' V) (2.15)
Asociat cu operatorul 9 este operatorul diferential (co-vectorul) d,,:

-9 _ Avg (12
Ou = axe — M Oy = (c at’ V)' (2.16)
Deoarece acesta este un operator, el nu are o ,,Jungime”. Dar putem defini operatorul O ca:

D = d,0%, (2.17)

numit operatorul lui D’alambert.
Relatia (2.17) este echivalenta cu:
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2.2. Curenti conservati

2.2.1. Sarcini electrice vazute de observatori diferiti

Ecuatia de continuitate
9 gy =
o +V:]J=0,

unde p(x,t) este desitatea de sarcind, iar J(x,t) este densitatea curentului, ne spune ca
sarcina este local conservata.

Ecuatia de continuitate este deja pe deplin compatibild cu relativitatea. Pentru a
vedea acest lucru, trebuie mai intai sa apreciem ca densitatea de sarcina si de curent se pot
combina Tntr-un 4-vector,

JH = (”]C), (2.18)

Desigur, plasarea obiectelor intr-un 4-vector are consecinte: ne spune cum aratad
aceste obiecte pentru observatori diferiti. S ne convingem repede ca are sens ca densitatea
de sarcina si de curent se transforma intr-adevar in acest mod. Putem incepe prin a
considera o situatie in care existd numai sarcini statice cu densitate p, si fara curent. Deci
J* = (py,0). Acum, intr-un sistem care se misca cu viteza v, densitatea curentului va
aparea ca J'* = AL JV, cu transformarea Lorentz dati de (2.5). Noua densitate de sarcini si
de curent sunt atunci:

p'=vpo. J =—ypv.

Prima dintre aceste ecuatii ne spune ca observatori diferiti vad densitati de sarcina
diferite. Acest lucru se datoreaza contractiei Lorentz, putand fi explicat astfel: densitatea
sarcinii inseamna sarcina pe unitatea de volum, iar volumul se contracta deoarece lungimi
paralele cu miscarea sunt supuse contractiei Lorentz. Acesta este motivul aparitiei
factorului y in densitatea sarcinii observate h sistemul in miscare. A doua dintre aceste
ecuatii reprezinta doar extensia relativista a formulei J] = yv. (Semnul minus se datoreaza
faptului ca v denota, aici, viteza observatorului Tn miscare; prin urmare sarcina se misca cu
0 viteza relativa - v).

In noua noastra notatie relativista, ecuatia de continuitate ia forma deosebit de
simpla:

9, J* = 0. (2.19)

Aceasta ecuatie este invarianta Lorentz. Aceasta se intampla pur si simplu pentru ca indicii
sunt contractati In mod corect: unul in sus si unul in jos.

Sarcina electrica nu depinde de timp sau pozitie. Prin urmare sarcina netd a unui

obiect este invariata Lorentz. Totusi, din ecuatiile lui Maxwell, un camp electric este
generat de o densitate de sarcina p:
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Asa cum am spus mai sus, densitatea de sarcina este sarcina pe unitatea de volum,
iar volumul unui obiect nefiind invariant Lorentz (datorita contractiei Lorentz), rezulta ca
densitatea de sarcina nu este invarianta Lorentz. Acest fapt sugereaza ca campurile electrice
(s magnetice) nu sunt invarinti Lorentz. Observatori in sisteme de referinta inertiale (SRI)
diferite vor fi de acord cu privire la modul in care un sistem electromagnetic se comporta,
dar vor da explicatii diferite pentru comportamentul sau.

2.2.2. Forte electromagnetice vazute de observatori diferiti

Consideram un coductor lung stationar (in repaus) in sistemul S, cu sarcina neta
nula (egala cu zero), dar strabatut de un curent 1.

O sarcind q care se deplaseaza cu viteza v in acelasi directie cu curentul din
conductor simte o forta magnetica care o atrage catre conductor.

v

it N

AEAARGE
WL

Fig. 2.2 Un coductor lungstationar in sistemul S, cu sarcinaneti nuld, stribatut de un curent I; si
sarcina q care se deplaseaza cu viteza v in acelasi directie cu curentul I din conductor

Un observator din S vede un conductor neutru d.p.d.v. electric, cu acelasi numar de
sarcini pozitive si negative pe unitatea de lungime.

Presupunem ca curentul ia nastere din sarcinile pozitive care se misca cu viteza v in
aceasi directie ca sarcina q.

Deoarece conductorul este neutru d.p.d.v. electric, densitatile liniare de sarcina a
sarcinilor negative stationare si a sarcinilor pozitive in miscare sunt aceleasi.

i

Fig. 2.3. Conductorul vizut de un observator din sistemu§

La o distanta radiala r de conductor, observatorul din S vede un cdmp magnetic:

Mol

2ar’

Sarcina g care se misca cu viteza v paralela cu conductorul la o distanta r de
conductor simte o forta:
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Mol
2nr

F =qvB = —qv :
unde semnul minus indica o forta indreptata catre conductor pentru g, v si I pozitive.

Folosind legea a doua a lui Newton a miscarii, acceleratia sarcinii care rezulta din
forta magnetica este:

r _ F _ 4 Ml

dt? ym ym  2mr’

umde m este masa sarcinii in sistemul sau stationar.

Acum consideram un observator in S’, sistemul stationar al sarcinii g (in care
sarcina este n repaus). Acest observator ar trebui, de asemenea, sa vada sarcina accelerand
catre conductor.

Folosind dilatarea timpului, dt = ydt’, rata acceleratiei in S’ ar trebui sa fie:

@r_ o a kol (2.20)

dt? dt? m  2nr '

Dar in S’, sarcina este in repuas. Aceasta inseamna ca nu va simti nici o forta din campul
magnetic din jurul conductorului. Atunci de ce sarcina accelereaza in S'?

Consideram conductorul asa cum este vazut de catre observatorul din S”.

Presupunem ca sunt N particule incarcate electric pe unitatea de lungime a
conductorului cand este vazut din S.

Numarul de sarcini electrice negative pe unitatea de lungime cand sunt vazute din S’
este yN (deoarece sarcinile negative erau in repaus in sistemul S, si se deplaseaza cu viteza
v in sistemul S*).

Numarul de sarcini electrice pozitive pe unitatea de lungime cand sunt vazute din S’
este N/y (deoarece sarcinile pozitive se miscau Ccu viteza v in S, si sunt stationare cand sunt
vazute din S').

g® v

S| | ® @ @ & & OV |
: * @ @

@

A ; : 5 . ; \
S’l' | @ ® @& @ @®: e '|
Jie & & & o & 9,

- e .=

Fig. 24. Conductorul viizut de un observator din sistemul S si un observator din sistemul S’

Densitatile sarcinilor pozitive si negative nu se anuleaza in S’. Densitatea liniara a
sarcinii nete A':

A =Ne($—y) = —yNe(l—]%) = —yNe:—j.

Deoarece curentul I vine de la sarcinile pozitive e cu densitatea de sarcina Ne pe unitate de
lungime care se deplaseaza cu viteza v, putem scrie:
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I = Nev.

Prin urmare densitatea liniard de sarcina este:

Distantele perpendiculare la directia de miscare nu sunt afectate de contractia relativista,

deci sarcina g este la aceasi distanta r de conductor in sistemul S’ ca n sistemul S.

Campul electric in pozitia unde se afla sarcina este:

E = A = —y 1 v

2mEYT

2megr c2

. 1 -
Folosind — = Ho&o, aceasta se poate scrie:

E' = —yv”—ol

2nr

Forta electrostatica ce actioneza asupra conductorului in S’ este:

F'=qE' = —yqv”—"l.

2nr
Prin urmare, acceleratia sarcinii in S’ este:

d’r F' q Kol
'z m m- 2nr

(2.21)

Aceasta este in concordanta cu ecuatia (2.20) — chiar daca am obtinut rezultatul intr-un mod

complet diferit.

Forta ce actioneaza asupra particulei, care era pur magnetica in S, pare sa fie pur

electrostatica in S’.

Observatorii din cele doua sisteme sunt de acord asupra acceleratiei, dar nu sunt de

acord in legatura cu originea fortei care produce acceleratia.

Campurile electrice si magnetice sunt ,,interschimbabile” : daca observatorii vad un
camp electric sau magnetic intr-o anumita situatie, depinde de sistemul de referinta al

fiecaruia.
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2.3. Potentiale gauge si tensorul electromagnetic

La transformarile Lorentz, cdmpurile electrice si magnetice se vor transforma unul in altul.
In aceasta sectiune, dorim s intelegem mai precis cum se intdmpla acest lucru. Pana acum,
obiectele care au proprietati frumoase de transformare sub transformarile Lorentz sunt 4-
vectorii. Dar aici avem doi 3-vectori, E si B. Cum facem ca acestia sa se transforme unul in
celalalt?

2.3.1. Invarianta gauge si relativitatea

Pentru a obtine o idee despre cum se intampla acest lucru, mai intéi ne referim la
potentialele scalare si vectoriale, ¢ si A. Acestea sunt folosite pentru a rezolva unele dintre
ecuatiile electrostaticii s1 magnetostaticii:

VXE=0 = E=-V¢,
V-B=0 = B=VXxA.

Cu toate acestea, in general, aceste expresii nu pot fi corecte. Stim ca atunci cand B si E se
schimba cu timpul, cele doud ecuatii Maxwell sunt:

VXE+22=0 si V-B=0.

Cu toate acestea, este Inca posibil sd se utilizeze potentialele scalare si vectoriale pentru a
rezolva ambele ecuatii. Solutiile sunt:

E=-V$—22=0 si B=VxA,

unde, acum, ¢ = ¢(x,t) si A = A(x, t).

Asa cum am vazut mai inainte, nu exista o alegere unica a lui ¢ si A. Putem sa
facem transformarea A — A + Vy si B ramane neschimbat. Acum acest lucru necesita o
transformare compensatorie a lui ¢:

p->p—% si AoA+Vy, (2.22)
CuU y = y(x,t). Acestea sunt transformari gauge. Ele reproduc transformarea noastra
anterioara gauge pentru A, n timp ce cuprind si schimbari constante in ¢.
Cum ajuta acest lucru la incercarea noastra de a reformula electromagnetismul intr-
un mod compatibil cu relativitatea speciala? Acum avem un scalar si un 3-vector. Definim
4 - potentialul electromagnetic ca

= (%)

sau, in mod echivalent, A, = (% —A). Tn acest limbayj, transformirile gauge (2.22) iau 0

forma deosebit de placuta:
Ay = Ay —0ux, (2.23)
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unde y este orice functie a spatiului si timpului.

2.3.2. Tensorul campului electromagnetic

Acum avem toate notiunile necesare pentru a determina modul in care se transforma
A - . . . . - 2 .
campurile electrice si magnetice. Din 4-derivata d, = (E’V) si 4-vectorul 4, = (%, - ) :
putem forma tensorul anti-simetric:

uw = Oydy —
Acesta este construit pentru a fi invariant la transformarile gauge (2.23). Avem:

FEy = FEy +0,0,x —0,0,x = Fy,

Acest lucru sugereaza deja ca componentele implica campurile E si B. Pentru a verifica
daca este adevarat acest lucru, putem face cateva calcule mici,

¢
poo1oca) Q) &
. 01 c at ax c
si

a(-4y) a(-4y)
Fi; = 6xy 3 dy =B,

Calcule similare pentru toate celelalte intrari ne dau o matrice de campuri electrice si
magnetice:

/ s e R Ezc\
; ~E.Jc 0 -B, B,

’“’ZI\—Ey/c B, 0 —Bx/I'

~E,Jc =B, B, 0

(2.24)

Acesta, atunci, este raspunsul la intrebarea noastra initiala. Putem face un obiect covariant
Lorentz compus din doi 3-vectori prin aranjarea lor intr-un tensor anti-simetric. F,,, se
numeste tensorul cAmpului electromagnetic. Tn mod echivalent, putem ridica ambii indici
folosind metrica Minkowski pentru a obtine:

/ 0 —E./c —E,/c —Ezc\

FWV = nupnval;}m _ | Ex/c 0 -B, By |
E,/c B, 0 —B,

\EZ /c  —B, B, 0 /

Ambii F,,, si F*¥ sunt tensori. Aceasta inseamna ca F,,, trebuie sa se transforme ca:

F'™ = AKAYFPO (2.25)
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Alternativ, dacd dorim si scipam de indici, avem F’ = A F AT. Observatorul intr-un
sistem de referinta nou, vede campurile electrice si magnetice E’ si B’ , care difera de
observatorul initial. Cele doua sunt legate de (2.25). Sa vedem ce inseamna acest lucru in
cateva exemple ilustrative.

e Rotatii

Pentru a calcula transformarea (2.25), este probabil mai simplu sa facem doar
sumele, care sunt implicite n indicii repetati p si o. Alternativ, daca dorim sa revenim la
Tnmultirea matricei, atunci este aceeasi lucru ca si F' = A F AT. Oricum, obtinem acelasi
rezultat. Pentru o rotatie, matricea R de tip 3 X 3 este incorporata in blocul din dreapta jos
al A, asa cum se arata in (2.4). Un calcul rapid arata ca transformarea campurilor electrice si
magnetice in (2.25) este asa cum era de asteptat:

E'=RE si B' = RB.

e Transformari

Lucrurile sunt mai interesante pentru transformari. Trebuie sa facem cateva calcule
scurte. De exemplu, avem:

Ex 101 01 1 A 1501 0 x0pi0 _ Y2v2 Ex 5 Ex Eyx
B R0l = AOALTRPT = ALALROT 4O AOFI0 = L B g B
' . pNao 0/V1 1\ 2 ¢ )4 B B
Sl

—By = F'2 =pA L AZFPO =ASASF2 AT A2F12 = g y — VB, = —y(BZ —vEy/cz).

Rezultatul final al transformarii campului electric la o transformare dupa directia X este
E,=E,, E,=y(E, —vB,), E;=y(E, +vB,) (2.26)

si pentru cdmpul magnetic,
By=B,, By=y(B,+%E) B,=v(B,—%E). (2.27)

Sa presupunem ca E = 0si B # 0. Asadar, n reperul (x, y, z, t) nu exista camp
electric, dar existd camp magnetic. Cf. relatiilor (2.26), in celalalt reper, avem Ej, =
—yvB, si E; = yvB,,. Deci, avem atat camp electric, cat si cimp magnetic .

Invers, daca B = 0 si E # 0, atunci cf. (2.27), B, = ycleZ siB. = —ycley. Deci,
avem din nou un camp electric $i unul magnetic.

Asadar, existenta si modul de manifestare al campurilor electrice si magnetice
depind de miscarea observatorului. Mai exact, ceea ce pare a fi un camp magnetic pentru un
observator, pare un camp electric pentrul altul si invers.

Observam ca in limita v < ¢, avem E’ = E + v X B si B’ = B. Aceasta poate fi
considerata ca transformarea galileana a campurilor electrice si magnetice. Recunoastem
E + v X B, ca fiind combinatia care apare in legea fortei Lorentz. Vom reveni la aceasta
forta in sectiunea 2.5, unde vom vedea cum este compatibila cu relativitatea speciala.
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2.3.3. Exemplul 1

Ludm 1n considerare o sarcina punctiforma @, stationara intr-un sistem inertial S. Stim ca
campul sau electric este dat de

Q

X
2 Q
E = r =
amegr? 4meg[x2+y2+22]3/2 3Z/ 1

n timp ce campul sau magnetic dispare. Acum, sa aruncam o privire asupra aceleiasi
particule din sistermul de referinta S’, care se misca cu viteza v = (v,0,0) in raport cu S.
Transformarea Lorentz care leaga cele doua este data de (2.5); astfel noul cAmp electric este
dat de catre (2.26):

x
vy
yz

E = Q

T 4meq[x2+y2+22]3/2

Dar acesta este inca exprimat in termenii coordonatelor initiale. Ar trebui sa-I resriem acum
n termenii coordonatelor lui S’, care sunt: x’ = y(x — vt), y' = y si z’' = z. Inversand
acestea (sau folosind (2.2)), avem:

£ x' + vt'
ES ameg [y2(x'+vt))2+y'2+42/2]3/2 y’ : (228)
Z

In sistemul de referinta S’, particula se afla la x’ = (—wt’, 0,0), deci vedem ca
campul electric radiaza din pozitia sarcinii asa cum ar trebui. Deocamdata, sd consideram
campul electric cand t' = 0, deci particula se afla in originea noului sistemul. Campul
electric are o orientare radiald, cu sensul spre exterior, de-a lungul directiei

14

X
T=_&
. =\y

7'

4

Cu toate acestea, campul electric nu este izotrop. Acest lucru rezulta din numitorul lui
(5.28), care nu este proportional cu '3 , deoarece existd un factor suplimentar al lui y? n
fata componentei x'. In schimb, la t" = 0, numitorul implicd combinatia

2,12 2 12 _ 2 2 12_1727’2 2 2 _ v2y? 2 2
yixt+y 4z = (- DxP 4 = 1 = (-cos* 0+ 1)r

=y? (1 — 1;—zsinz 9) r'’,

unde 8 este unghiul dintre r’ si axa X’; in ultima linie, am folosit doar un simplu calcul
trigonometric si definitia Iui y2 = 1/(1 — v?/c?). Aceasta inseamnd cd putem scrie cAmpul
electric in sistemul de referinta S’ ca:

T y2(1-v2sin2 0/c2)3/2 4meyr'?

' 1 Q o
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Pre-factorul este responsabil pentru faptul ca, campul electric nu este izotrop. Vedem ca
reduce campul electric de-a lungul axei x (cand 6 = 0) si creste campul de-a lungul axelor
perpendiculare Y’ si Z' (atunci cand 8 = m/2). Acest lucru poate fi considerat o consecinta
a contractiei Lorentz, comprimand liniile de cadmp electric in directia de deplasare.

Particulele In miscare dau, de asemenea, nastere unui cimp magnetic. Acest lucru
este usor de calculat folosind transformarile Lorentz (2.27). Acesta este:

0

v
B = 2(y! H(I)sz 12, ,1213/2 z'
am[y?(x"+vt")%2+y'2+2'2] _y,

Fig. 2.5 Liniile cAmpului izotropic ale unei sarcini statice

A
i 42
N ok
=
—— @ —
\u. / ‘\ JJ
i i N i
— VX
v fOT TN
.}"{ \,\
¥ 3

Fig. 2.6. Liniile de cAmp comprimate ale unei sarcini in miscare
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2.3.4. Exemplul 2

Un observator stationar masoara campul magnetic al Pamantului ca fiind egal cu 30
uT. Ce valoare ar trebui sa obtina un observator intr-un avion ce zboara pe langa
observatorul stationar cu viteza de 900 km/h perpendicular pe directia campului
Pamantului?

Consideram axa X ca fiind in directia miscarii avionului, relativa in raport cu
observatorul stationar, si axa Z n directia campului magnetic. Pentru observatorul stationar,
campul magnetic este:

B,=0, B,=0, B,=30uT,

si campul electric este:

Pentru observatorul in miscare, f = 8.3+ 1077 si § & 1. Campul magnetic masurat de catre
observatorul in miscare este:

B;=0, B,=0, B,=y, B,~30uT;
si campul electric este:

E, =0, E,=—yvB,~—75 mv/m, Ej=0.

2.3.5. Scalarii Lorentz

Acum putem pune o ntrebare: exista o combinatie a cAmpurilor electrice si
magnetice cu care toti observatorii sunt de acord? Folosind notatia indicilor, este usor de
raspuns. Trebuie doar sa notam un obiect care nu are indici variabili u sau v. Nu putem
folosi alegerea evidentd a lui 17, F*, deoarece aceasta dispare din cauza antismetriei lui

F*v. Cel mai simplu lucru pe care 1l putem scrie este:

Observam semnul minus relativ intre E si B, reflectand un semn minus similar in
intervalul spatio-temporal. Totusi, acesta nu este singurul scalar Lorentz pe care il putem
construi din E si B. Exista un altul, ceva mai subtil. Pentru a construi acest lucru, trebuie sa
apreciem ca spatiul-temporal Minkowski este echipat cu un alt obiect tensor natural,
dincolo de metrica familiard n,,. Acesta este obiectul complet anti-simetric, cunoscut sub
numele de tensor alternativ,

+1 daca pvpo este o permutare para alui 0123
ehvpo —
-1 daca pvpo este o permutare impara a lui 012
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lar e#VP?9 = ( daca sunt indici care se repeta.
Pentru a vedea de ce acesta este un obiect natural in spatiul Minkowski, sa ne uitdm
la modul in care se schimba la transformarile Lorentz. Transformarea obisnuitd a tensorului

este:
€'MVPT =AY AT A G A Gerrb

Este simplu sa verificam daca e'#VP? este complet anti-simetric; mosteneste aceasta
proprietate de la €*4# in partea dreapta. Dar aceasta inseamni ci €’#VP9 trebuie sa fie
proportional cu e#VP?. Trebuie doar sa determindm constanta proportionalitatii. Pentru a
face acest lucru, ne putem uita la:

€012 = AQAF AL A G = det(A).

Acum, toate transformarile Lorentz au det(A) = +1. Cei cu det(A) = 1 compun
"grupul propriu Lorentz" S0(1,3). Aflam ca tensorul alternativ e#VP? este invariant la
transformarile Lorentz corespunzatoare. Ceea ce ne spune cu adevarat este ca spatiul
Minkowski vine cu o baza ortonormala orientata. Prin coborarea indicilor cu ajutorul
metricii Minkowski, putem construi si tensorul €,,,,5, Care are €y1,3 = —1.

Tensorul alternativ ne permite sa construim un al doilea tensor de cAmp, uneori
numit tensorul dublu electromagnetic:

/ 0 -B, -B -B, \

N B 0 E,/c —E,/c
Frv = emvpop = | X . o 2.29
7€ oo = | B, —-E,/ O E/c | (2.29)

\BZ E,/c =E/c 0 /

F#v este, uneori, scris, de asemenea, ca *F#’. Vedem ca acesta arati exact ca F* dar cu
campurile electrice si magnetice schimbate ntre ele. De fapt, uitandu-ne atent vom observa
cd exista diferenta si de un semn minus: F#V se obtine din F*V prin substitutia E — cB si
B - —E/c.

Prin faptul ca tensorul F* se transforma ca

o w o a
Frv = b AYEPO,

putem folosi acest lucru pentru a construi noi cantitati invariante Lorentz. Luand patratul
evident al F nu ne da nimic nou, deoarece

FWE, = —FWE,,.

Dar prin contractia lui F cu F, gasim un nou invariant Lorentz:

Acest lucru ne spune ca produsul scalar al lui E si B este vazut la fel in toate sistemele de
referinta.
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2.4. Ecuatiile lui Maxwell

Acum avem mecanismele de a scrie ecuatiile lui Maxwell intr-un mod care este, in
mod evident, compatibil cu relativitatea speciala. Ele iau o forma covarianta foarte simpla:

0, F* =poJV si 9,F" =0. (2.30)

Ecuatiile Maxwell nu sunt invariante la transformarile Lorentz. Acest lucru se
datoreaza faptului ca exista indicele v pe ambele parti. Vom vedea in scurt timp ca legea lui
Gauss se transforma in legea lui Ampére intr-o transformae Lorentz. Spunem ca ecuatiile
sunt covariante la transformarile Lorentz, fiind astfel compatible cu relativitatea speciala.

Acest lucru inseamna ca un observator dintr-un sistem referential diferit va
confunda totul: spatiul si timpul, sarcinile si curentii, cdmpurile electrice si magnetice. Desi
observatorii nu sunt de acord cu privire la aceste lucruri, toti sunt de acord cu privire la
modul in care se potrivesc impreund. Toti observatorii sunt de acord ca, in sistemul lor
referential, cAmpurile electrice si magnetice sunt guvernate de aceleasi ecuatii Maxwell.

Folosind F¥V, F*V, J# i @, , ecuatiile Maxwell nu sunt singurul lucru pe care 1-am
putea scrie compatibil cu invarianta Lorentz. Dar ele sunt cele mai simple. Orice alta
ecuatie ar fi neliniara in F sau F sau ar contine mai multi termeni derivati sau ceva de genul
acesta.

Interpretarea ecuatiilor lui Maxwell

Sa verificam acum ca ecuatiile Maxwell (2.30) in forma relativista coincid intr-
adevar cu ecuatiile vectoriale. Trebuie doar sa extindem parti diferite ale ecuatiei.
Componentele primei ecuatii Maxwell dau:

9. F0 =y, J° = V-E=2Z,

€o

i i 1 OE
auFlU:'uO]l = —C_ZE-I_VXB:HO]’

iar componentele celei de-a doua ecuatii Maxwell dau:
9;F°=0 = V-B=0,
9 fr=0 > ZLvyxE=0
ot

Acestea, desigur, sunt ecuatiile cunoscute ale lui Maxwell.

Iatd cateva comentarii simple despre avantajele scrierii ecuatiilor Maxwell In forma
relativista. In primul rand, ecuatiile Maxwell implica faptul ca curentul este conservat.
Aceasta se datoreaza faptului ca F*” este antisimetric; deci d,0,F** = 0, deoarece d,,d,

este simetric. Prima ecuatie Maxwell (5.30) necesita respectarea ecuatiei de continuitate:
9, J* =0.

A doua ecuatie Maxwell poate fi scrisd in mai multe moduri diferite. Este
echivalenta cu:
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cuv — vpo — —
o F* =0 & etP99,F,; =0 < 0,F, + d,F,, +J,F,, =0,
unde ultima dintre aceste egalitati are loc, deoarece ecuatia este construita astfel incat sa fie
pe deplin antisimetrica in ceea ce priveste schimbul oricaror indici p, 1 si V.
Potentialul gauge A, a fost initial introdus pentru a rezolva cele doua ecuatii

Maxwell care sunt cuprinse n 6#17" Hv = 0. Acest lucru este putin mai usor de vazut in
notatia relativista. Daca scriem F,,, = 9,4, — 0,4, atunci

" 1 1
aﬂFﬂv — EE#VPGOMP;)O' — EeHVPO'aH(apao. - ao-ap) = Oa

unde egalitatea finala se datoreaza simetriei celor doud derivate, combinate cu antisimetria
tensorului €. Aceasta inseamna cd am putea scrie la fel de bine ecuatiile Maxwell ca:

0,F* = poJ’ unde F, =0J,A

uv u v_avA

"
In formuliri mai avansate ale electromagnetismului (de exemplu, in formularea
Lagrangiand), aceasta este forma in care apar ecuatiile Maxwell.

2.5. Forta Lorentz

Exista un ultim aspect al electromagnetismului pe care trebuie sa aratam ca este
compatibil cu relativitatea: forta Lorentz. In universul newtonian, ecuatia de miscare pentru
o particuld care se misca cu viteza u si cu impulsul p = mu este:

2 — q(E+uxB). (2.31)
Vrem sa scriem aceasta ecuatie in forma 4-vectoriala intr-un mod in care se poate vedea
clar cum toate obiectele se schimba la transformarile Lorentz.

Pana acum ar trebui sa fie intuitiv clar cum va functiona aceasta. O particuld in
miscare simte forta magnetica. Dar, daca transformam catre Sistemul sdu in care este in
repaus, nu exista fortd magnetica. In schimb, cAmpul magnetic se transforma intr-un camp
electric si gasim aceeasi fortd, acum interpretata ca o forta electrica.

Versiunea relativista a lui (2.31) implica 4-impulsul P*, definit in (2.12), timpul
propriu 7, prezentat in sectiunea 2.1.5, si tensorul electromagnetic F*¥. Forta
electromagnetica care actioneaza asupra unei particule punctiforme de sarcina q poate fi
scrisa ca

o = aF*U, (2:32)
unde 4-viteza este
ax#
Uk =——= v($), (2.33)

iar 4-impulsul este P = mU.
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Interpretarea fortei Lorentz

Sa verificam daca ecuatia relativistad (2.32) ne da fizica corecta. Desigur, este vorba
de patru ecuatii: una pentru fiecare u = 0,1,2,3. Se constata ca componentele u = 1,2,3 ale
lui (2.32) se aranjeaza intr-o ecuatie vectoriala cunoscuta

dp da

- =av(E+uxB) = d—f:q(E+uXB), (2.34)

. . d . < s
unde am folosit relatia d—i = y. Constatam ca recuperam forta Lorentz. De fapt, existd o

usoari diferenta fatd de forta newtoniana (2.31), diferenta fiind pierduta in notatie. Tn
notatia newtoniana, impulsul este p = mu. Totusi, in setarea relativista de mai sus,
impulsul este p = myu. Bineinteles ca versiunea relativista este corecta, desi difierenta
apare doar la viteze mari.

Formularea relativista a fortei Lorentz (2.32) contine, de asemenea, o ecuatie
suplimentara care vine de la u = 0. Aceasta este:

ar® _q

—=.vE-u (2.35)
Reamintim ci componenta temporald a- 4-imulsului este energia p°® = E /c. Aici energia
este E = myc?, care include atat masa de repaus a particulei, cat si energia sa cinetic.
Ecuatia suplimentara din (2.35) ne spune pur si simplu ca energia cinetica creste atunci
cand asupra particulei actioneaza un un camp electric

d(Energie) . qE ‘u,
dt

unde am scris energia ca pe un cuvant, in loc de E, pentru a evita confundarea cu campul
electric E.

2.5.1. Miscarea in campuri constante

Stim deja cum campurile electrice si magnetice actioneaza asupra particulelor intr-un
univers newtonian. Campurile electrice accelereaza particulele in linii drepte, iar campurile
magnetice fac ca particulele sa migreze in traiectorii circulare. Aici vom relua aceasta
analiza in cadrul relativist. Forta Lorentz ramane aceeasi, singura diferenta este ca impulsul
este acum p = myu. Vom vedea cum acest fapt schimba lucrurile.

Campul electric mnstant

Consideram un camp magnetic variabil si un camp electric constant E = (E, 0,0).
(Aici E denumeste campul electric, nu energia!). Ecuatia de miscare (2.34) pentru o
particula incarcata cu viteza u = (u, 0,0) este
d(yw

mTqu = myu = qEt,
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unde am presupus implicit ca particula incepe din repaus de la t = 0. Rearanjand, avem

__dx _ qEt

T at Jm2+q2E?t2/c?

u

Viteza nu depiseste niciodatd viteza luminii. In schimb, u — ¢ cand t — oo cum ne-am fi
asteptat. Este usor sd o integram inca o data. Daca particula porneste de la origine, avem

mc? 2g2¢t2
x="— [1+1 -1
qE m2c?

Pentru momente timpurii, cand vitezele nu sunt prea mari, aceasta se reduce la

mx = %thz +oe

care este rezultatul uzual non-relativist pentru particule supuse unei acceleratii constante pe
o linie dreapta.

Camapul magnetic ®nstant

Acum, studiem cazul campului magnetic constant B = (0,0, B). In universul non-relativist,
stim ca particulele se misca intr-o dirctie circulara cu frecventd w = qgB/m. Sa vedem cum
relativitatea schimba lucrurile.

Tncepem prin a ne uita la componenta zero a ecuatiei de forta (2.35) care, in absenta
campului electric, este
dp°® _

Tl (F
dt

Acest lucru ne spune cd campurile magnetice nu functioneaza. Stim acest lucru din fizica
Newtoniand, dar riméne adevirat in contextul relativist. Deci stim ca energia, E = myc?,
este constantd. Dar acest lucru ne spune ca viteza (norma vitezei) ramane constanta. Cu alte
cuvinte, viteza si, prin urmare, pozitia, este pe directie circulard. Ecuatia miscarii este

mmzquxB
dt

Cum y este constant, ecuatia are aceeasi forma ca 1n cazul non-relativist si solutiile sunt
cercuri (sau spirale daca particula se misca si in directia Z). Singura diferenta este ca
frecventa cu care particula se misca intr-un cerc depinde acum de cat de repede se misca
particula,

qB

my

Putem interpreta acest lucru ca o consecintta a cresterii relativiste a masei unei particule in
miscare.

Pana acum am analizat situatiile in care E = 0 si in care B = 0. Dar am vazut ca
E - B = 0 si E2 — B? sunt ambele cantitati invariabile Lorentz. Aceasta Inseamna ca
solutiile descrise mai sus pot fi transformate pentru a fi aplicate in orice situatie in care
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E-B = 05si E? — B2 este fie > 0 sau < 0 . In situatia generala, atat cAmpurile electrice cat

ege,w e

considerare:

E2—B%?>0
E2—-B?<0.
EZ2-B%2=0
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Capitolul 3

Relativitatea generala si ecuatiile lui Maxwell

Teoria relativitatii a lui Einstein se bazeaza pe principiul echivalentei, pe teoria
invariationala a lui Hilbert si calculul variatiilor. Cele doud paradigme nu sunt echivalente.
Folosind universalitatea ecuatiilor lui Maxwell, metoda variationald a lui Hilbert este
utilizatd pentru a determina tensorul energie-impuls si pentru a arata ca relativitatea
generala poate fi formulata pe baza campurilor Maxwelliene, in loc de campuri de forta
fizice specifice. Se dovedeste o teorie unificatd a campului in care cadmpurile de forta
Maxwelliane sunt pe pozitii de compatibilitate, distincte de cAmpul geometric.

Incepem cu sectiunea 3.1 in care facem o introducere relativititii generale, dupa
care incepand cu sectiunea 3.2 discutam despre compatibilitatea dintre relativitatea generala
si ecuatiile lui Maxwell.

3.1. Relativitatea generala

Relativitatea generald este teoria geometrica a gravitatiei, publicatd de Albert
Einstein in 1916. Ea constituie descrierea gravitatiei in fizica modernd, unifica teoria
relativitatii restranse cu legea gravitatiei universale a lui Newton, si descrie gravitatia ca o
proprietate a geometriei spatiului si timpului (spatiu-timp). In particular, curbura spatiu-
timp este legatd direct de masa-energia si impulsul materiei, respectiv a radiatiei. Relatia
fundamentala a teoriei relativitatii generale este data de ecuatiile de cdmp ale lui Einstein,
un sistem de ecuatii cu derivate partiale.

Predictiile relativitatii generale diferd semnificativ de cele ale fizicii clasice, mai
ales in ce priveste structura marimilor fizice: timpul, metrica spatiului fizic real, energia,
dar si asupra teoriei propagdrii luminii in spatiul fizic. Exemple de astfel de diferente sunt
dilatarea temporalda gravitationald, deplasarea spre rosu gravitationald a luminii, si
intdrzierea gravitationald. Previziunile relativitatii generale au fost confirmate de
observatiile empirice efectuate in toate domeniile stiintelor experimentale. Desi relativitatea
generala nu este singura teorie relativistd a gravitatiei, ea reprezintd cea mai simpla teorie in
acord cu datele experimentale. Totusi, teoria nu oferd raspuns la cateva dileme teoretice,
cea mai fundamentald dintre acestea fiind modalitatea in care se poate unifica teoria
gravitatiei generale cu legile mecanicii cuantice, care sd conduca la o teorie completa si
consistenta cu ea insdsi a gravitatiei cuantice.

Teoria lui Einstein are implicatii astrofizice importante. Din ea decurge posibilitatea
existentei gaurilor negre - regiuni ale Universului in care spatiul si timpul sunt distorsionate
intr-o masura atat de pronuntatd, incat nimic, nici macar lumina, nu mai pot emerge de
acolo - ca stare finala a evolutiei stelelor masive. Exista indicii ca astfel de gauri negre
stelare, precum si alte tipuri mai masive de gauri negre, sunt rdspunzatoare pentru radiatiile
intense emise de unele tipuri de obiecte astronomice, cum ar fi nucleele galactice active sau
microquasarii. Curbura traiectoriei luminii sub efectul gravitatiei conduce la aparitia
efectului de lentila gravitationald, prin care imaginile obiectelor cosmice aflate in spatele
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lentilei sunt distorsionate sau uneori chiar multiplicate. Relativitatea generald prezice
existenta undelor gravitationale, care au fost masurate indirect. O masurare directd a
acestora este scopul mai multor proiecte, intre care si LIGO. In plus, relativitatea generala
sta la baza modelelor cosmologice actuale ale unui univers in expansiune.

3.1.1. Ecuatiile lui Einstein

In aceastd parte ne propunem si investigim constructia unei teorii relativiste de
camp care descrie gravitatia. Constructia se bazeaza pe argumente geometrice si pe cerinta
ca in limita nerealtivista sa regasim gravitatia newtoniana.

Pentru aceasta, vom porni de la teoria newtoniana a campului gravitostatic, dat fiind
faptul ca aceasta a reprezentat un success in descrierea miscarii planetelor.

Proprietatile caracteristice ale teoriei newtoniene a campului gravitostatic sunt:

1). Este o teorie de camp (campul gravitostatic fiind descris pintr-un camp scalar real);
2). Sursele cdmpului gravitational sunt corpurile cu masa nenula;
3). Ecuatia de camp este una cu derivate partiale, liniara si de ordinul 11

Ap = 4nGpu. (3.1.1)

~ I I 82 2 62
In (3.1.1) A este opratorul Laplace [A = ﬁ"’a_yﬁ' ﬁ], G este constanta
gravitationala (cea care intra in legea atractiei gravitationale F = GT:;’M) , lar u este

densitatea volumica de masa.
Teoria relativista de camp care descrie gravitatia o vom construi pe baza a doua
cerinte fundamentale:

I. In aproximatia cAmpurilor gravitationale slabe si independente de timp si a vitezelor
mici, teoria relativistd sa reproduca teoria newtoniand a gravitatiei,
I1. Teoria relativista sa ofere predictii care sa fie verificate experimental.

Cea mai simpla teorie relativista pentru gravitatie ar fi o teorie care sa descrie
campul gravitational printr-un potential scalar. Pentru o0 asfel de teorie sursa campului
gravitational trebuie si fie o mirime scalard, expresia relativistd a masei. In relativitatea
speciala, materia este caracterizatd prin tensorul de materie (cunoscut drept cvadritensorul
energie-impuls) care este un camp tensorial de tip (2,0) simetric, notat traditonal cu

TH (3.1.2)

Conservarea energiei si impulsului este descrisa local prin ecuatiile:

T' =0, u=03. (3.1.3)

Exemplu. in electrodinamica clasica sistemul constituit dintru-un caAmp si sursele sale
(materie purtatoare de sarcina electrica) este caracterizat de cvadritensorul

TH = TH T (3.1.4)

mat em !
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unde T}:"  caracterizeazi sursele cimpului electromagnetic, iar T, campul
electromagnetic. In cazul in care materia purtitoare de sarcina electrica consta intr-o
colectie de sarcini electrice punctiforme, primul termen din membrul drept al lui (3.1.4)
este de sarcini elecrice punctiforme, primul termen din membrul drept al lui (3.1.4) este

mat

d v
T =3, [ drm, d—’;54(x —x,(1)), (3.1.5)
iar al doilea termen (care caracterizeaza campul electromagnetic) este
uv
T = €0c? [ong FReF"P — Z- F%FFyy| . (3.1.6)

In varietatea scalari a cAmpului gravitational obiectul scalar construit din T#?, care joaci
rol de sursa a campului gravitational, este chiar

T = 0, TH. (3.1.7)

O teorie avand ca sursa a campului gravitational urma tensorului de materie (3.1.7) a fost
propusa de Nordstom cativa ani inaintea formularii relativitatii generale. Teoria propusa de
Nordstom satisface cerinta I, insa predictiile oferite de aceasta sunt in contradictie cu datele
experimentale (nu satisface cerinta IT).

O teorie vectoriala care sa descrie relativist campul gravitational (potentialele
acestuia sa constituic componentele unui cadmp vectorial) nu este posibila deoarece n patru
dimensiuni spatio-temporale nu se poate construi in maniera directa din (3.1.2) un camp
vectorial care sa constituie sursele campului gravitational.

Urmatoarea posibilitate este sa consideram o teorie tensoriala a campului
gravitational, n care toate cele zece componente independente ale tensorului energie-
impuls sa constituie surse ale campului gravitational. Corespunzator acestor situatii,
potentialele caAmpului gravitational constituie componentele unui camp tensorial de tip (0,2)
simetric. Cea mai simpla idee de a formula o astfel de teorie ar fi o teorie de camp in spatiul
Minkowski. Constructii de astfel de teorii au fost si sunt inca realizate deorece din punct de
vedere matematic sunt teorii mai simple decat relativitatea generala. Cu toate acestea,
teorille care descriu gravitatia prin cAmpuri tensoriale pe spatiul Minkowski intAmpina
difucultati conceptuale majore. Un alt impediment in considerarea teoriilor mentionate
consti in alegerea uneia dintre acestea in descrierea gravitatiei. In relativitatea generala
ecuatiile de cAmp pentru campul gravitational sunt unic determinate, dupa cum vom
constata ulterior.

Relativitatea generala este teoria gravitatiei care considerad ca surse ale campului
gravitational toate componentele tensorului energie-impuls si care are drept potentiale

componentele metricii din universul spatio-temporal (M4_,:AM4, g) :
Corespunzator descrierii formulate anterior a campului gravitational, legea locald de
conservare a energiei si impulsuilui (3.1.3) devine:

T’ =0, u=03. (3.1.8)
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3.1.1.1. Ecuatiile de camp

Ecuatiile de camp pentru cdmpul gravitational creat de sursele (3.1.2) pot fi scrise
generic sub forma

Ep=Ty, wv=03. (3.1.9)

Tn membrul stang al sistemului (3.1.9) sunt componentele locale ale unui camp tensorial de
tip (0,2) construit din metrica si derivatele cel mult de oridnul 11 ale acesteia. Doarece in
aproximatia Newtoniand (3.1.9) trebuie s se reducd (3.1.1), coodonatele locale E,, trebuie
sa fie liniare in derivatele de ordinal II ale componentelor metricii. Referitor la astfle de
campuri tensoriale pe varietati Riemanniene exista rezultatul continut in urmatoarea
teorema.

Teorem 1.1.1 Singurele campuri tensoriale netede pe o varietate riemanniana

(M, Ay, g), construite din metrica si derivatele de ordinul unu si doi ale acesteia in raport
cu coordonatele si care sunt patratice in derivatele de ordinal unu si liniare in derivatele
de ordinal doi ale metricii, sunt tensorul lui Riemann §i contractiile acestuia.

Demonstratie. Pe baza teoremei enuntate mai sus, ecuatiile (3.1.9) se scriu generic sub
forma:

aRy + BguwR+ V9o =Ty, #,v=03. (3.1.10)

unde @, B, siy sunt numere reale, si in plus @ # 0 (pentru a asigura cerinta I). Ecuatiile
(3.1.10) sunt echivalente cu:

Ruw +BguwR + V9w = kT, 1, v =03, (3.1.11)
unde am utilizat notatiile:
=L y=L=k (3.1.12)

Pe de alti parte, tensorul enegie-mpuls T,,,, trebuie s satisfaca (3.1.8) in solutiile
ecuatiilor de camp (3.1.11) , ceea ce conduce la:

(R* + Bg"'R +7g*") = (R* +[Fg"R) =0, p=03.  (3113)

Comparand egalitatile (3.1.13) cu (1.1)" identificim
B==. (3.1.14)

Introducénd (3.1.14) in (3.1.11) si folosind notatia ¥ = A (constanta cosmologica), deducem
ecuatiile lui Einstein pentru cdmpul gravitational sub forma:

1
Ruv =5 9uwR A Gy = KTy, v =03 (3.1.15)

1 . = L =
(1-1)- R;a - Zg”pR#PFP = g#P (le B EQ#JR);J =0
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Scrise Tn termenii tensorului Einstein (1.2)? ecutiile anterioare au expresia:

Gy A Guw = KTy, w,v =03 (3.1.16)

Constanta «, care apare in ecuatiile Einstein (3.1.16), este cunoscuta in literatura de
specialitate drep constanta gravitationala relativista.

Din (3.1.16) observam ca daca A # 0 si campul gravitational nu are surse (Tuv =0,

Vuv= (),_3), atunci metrica Minkowski nu este solutie a ecuatiilor Einstein. Initial,
Einstein a scris ecuatiile (3.1.16) fara termenul cosmologic (A = 0). Interpretarea
cosmologica 1n acest caz a solutiilor ecuatiilor cu derivate partiale corespunzatoare a
condus (in functie de conditiile la limita alese) la un Univers fie in contractie, fie in
expansiune. Adaugarea termenului cosmologic permite identificarea de solutii ale ecuatiilor
(3.1.16), care descriu un Univers static.

Doarece nu avem in vedere abordarea problemei cosmologice, vom considera
ecuatiile Einstein fard constanta cosmologica

G = KTy, 1, v =203 (3.1.17)
Ecuatiile pentru vid
Gw=0, pv=203 (3.1.18)

admit ca solutie metrica Mikowski. Prin calcul direct se obtine simplu ca in cazul vidului
ecuatiile:

R,, =0, u,v=203. (3.1.19)

Din punct de vedere dinamic, potentialele campului gravitational sunt campuri
gauge (asemenea potentialelor cAmpului electromagnetic (A#)#_ﬁ) si pentru a rezolva

(3.1.18) trebuie si fixam etalonarea (ecuatiile (3.1.18) nu sunt independente (1.3)%). Fixarea
etalondrii se face prin alegerea unor harti locale preferentiale din Ay, Tn care metrica
satisface conditiile:

r“ = g“ﬁl‘gﬁ =0, u=0,3. (3.1.20)

Coordonatele preferentiale in care componentele metricii satisfac conditiile (3.1.20) se
numesc coordonate armonice.

2(1.2): G =Ry — %g#vR, constituie componetele unui cdmp tensorial neted de tip (0,2) care se numeste
tensorul lui Einstein.
®(1.3): G;ﬁ‘,v = 0, forma compacta a relatiilor (1.1).
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3.1.1.2. Limita newtoniana a ecuatiilor lui Einstein

Tn aceasti sectiune vom analiza limita newtoniana a ecuatiilor Einstein (3.1.17)
pentru a determina legatrua dintre constanta atractiei universale (constanga G care apare in
ecuatia satisfacuta de potentialul campului gavitostatic ¢) si factorul x care apare in
ecuatiile Einstein. in limita newtoniana sursa cAmpului gravitational consta intr-o
distributie de materie aflatd in repaus. In aceasta situatie cvadritensorul energie-impuls are
o singurd componenta nenula

Too = uc?. (3.1.21)

Contractand (3.1.17) cu g si folosind expresia cvadritensorului energie-impuls Tn acest
caz (singura componenta nenuld a acestuia fiind (3.1.21)), obtinem

R = —kT,,g"", (3.1.22)
sau echivalent
R = —kuc?(—1 — h%9) . (3.1.23)

Introducem (3.1.23) in membrul stang al ecuatiilor (3.1.19) sipentru pu =v =0
determindm

Rop = gucz. (3.1.24)

Tn aproximatia considerata
Roo = 9""Ropow = 99 Roi0; = 3T = 0; (== goo,: (3.1.25)
00 — Y opov — 9 " Roioj itoo i 5900, ) L
Tnlocuid (3.1.4) in (3.1.25) obtinem imediat ca
1

Introducand (3.1.26) in (3.1.24) si comparand rezultatul obitinut cu (3.1.1), determindm
legatura dintre constantele G si k de forma:

= &4 (3.1.27)

c4
Din (3.1.27) constatam ca valoarea constantei gravitationale relativiste, responsabila pentru
interactia gravitationald, este foarte micd (x ~ 107*7) si nu este adimensionald. Valoarea
foarte mica a constantei gravitationale relativiste implicd faputl ca interactia gravitationala

este foarte slaba. Existenta dimensiunii constantei de cuplaj x induce neronormabilitatea
teoriei cuantice de camp cu limita clasica data de formularea Hilbert-Enstein.
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3.1.2. Formulari lagrangiene ale campului gravitational

In aceastd sectiune vom prezenta o formulare echivalentd a campului gravitational privit
drept cdmp dinamic. Mai precis, vom enunta formularea Hilbert-Einstein in derivate ale
campului gravitational. In cadrul acestei formuliri vom calcula ecuatiile de evolutie (care
derivda din principiul variational bazat pe o actiune lagrangiand) si vom evidentia
transformarile gauge.

Formularea Hilbert-Einstein

In cadrul acestei formulari potentialele cAmpului gravitational sunt reprezentate de
componentele locale g, ale metricii pe o varietate riemanniana (M4, $M4,g). Campul
gravitational este unul dinamic.

La nivel lagrangian acesta este descris prin actiunea

SHE[g,,] = %fd‘*xeR : (3.1.28)

unde am utilizat notatia

e= F, g = det(gw) : (3.1.29)

In continuare vom obtine ecuatiile Einstein (3.1.18) din principiul variational bazat
pe actiunea (3.1.28). Din (3.1.28) identificaim densitatea de Lagrangian.

LHE = Zop (3.1.30)

K2

Deoarece in densitatea de Lagrangian (3.1.30) apar metrica nederivata si derivatele de
ordinal I si I ale metricii, ecuatiile Euler-Lagrange corespunzatoare sunt:

aLHE
9(0029uv)

aLHE o LHE
aguv p 9(9pgpuv)

+ 0,0, =0, u,v=0,3. (3.1.31)

Utilizadnd densitatea de Lagrangian (3.1.30), primul termen din membrul stang al ecuatiei
(3.1.31) este:

K2 aLHE

Py g v agu (ega'[)’gy Ray|ﬂ§) = “ﬁgy Ray|ﬁ6 + Ze—gy Raylﬁ&

+ egaﬁg]/S aYIBS (3.1.32)
09w

Pe baza definitiei determinantului unei matrici
g = 2065(4)(_)0900(0)910(0)920(0)930(0)1 (3.1.33)

si a metodei de constructie a inversei unei matrici, obtinem ca

s = g9 5o = g, (3.1:34)
uv

71



ceea ce conduce la

de 1
ag,w = Eeg’“’.

g . - . .
Pentru a calcula # , derivam (1.4)* In raport cu g,p si determinam
ap

oghv _ _l oy
20ap 29 97 (3.1.36)
Utilizand (1.5)° si (3.1.36) gasim ca:
OR, 1
ag]:f(s = _Egr(ygv)n(rraé'rﬂyﬁ - Fraﬁrnys)- (3.1.37)

Tnlocuid (3.1.35), (3.1.36) si (3.1.37) in (3.1.32), de unde obtinem pentru primul termen din
membrul stang al sistemului (3.1.31) expresia:

K? oLHE

2 09w

1
= Eeg’“’R — 2eR#V.— egT”g””g“ﬁgy‘s(I}aaI‘nyﬁ — Fwﬁf‘ny(g). (3.1.38)

Contributia celui de-al doilea termen din membrul stang al sistemului (3.1.31) se datoreaza
prezentei 1n tensorulul Riemann a produselor de simboluri Cristoffel de speta I

2 P 0(0p9u) _ap [eg 9 3(3p9uv) (FWSF?TYB Fraﬁrnya) =

— aB ,v6 OTmyp L 0Tnys Z
ap [Zeg g (Fyaﬁ a(apguV)> i 9(9pguv)

= 9, e (Tras (9™ g g™ + g 970 g™ = g g*3 g) = Teag(9°F g7 g™ +
+ g% grrg — g gge))| . (3.1.39)

Contributia celui de-al treilea termen din membrul stang al sistemului (3.1.31) se datoreaza
prezentei in tensorul Riemann a derivatelor de ordinal 11 ale metricii

K2

_a a aLHE
2

PP20(0,029u)
3050, Jap + %aﬁaygac?)] = ,01[e(g”"9™ — 972 9"")] = 0,[(01e) (9" g™ —
9P g") +e(g™ gPr+gPra,g™ — g 0,9°* — gP*0,9")] (3.1.40)

7] 1 1
= 0,03 [egaﬁgwm(g 050a9yp — 5080aTys —

Utilizand aceleasi argumente ca in cazul derivarii relatiilor (3.1.36), se obtine simplu ca:

09" = =g (039.) 9™ . (3.1.41)

*(1.4): Cji : (E(m)(M)) ->T (f(r-1,s-1)(M)), este o aplicatie F(M)-liniara reprezentand contractia unui
camp tensorial neted T € T (fr,S(M)) dupaindiciie1,rsijel,s.

®(1.5): Ry, = 9% Ryapp . (R = g*'R,,), reprezinta tensorull Ricci (curbura scalara)
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De asemenea, folosind acelasi algoritm ca cel utilizat in stabilirea relatiilor (3.1.34),
determinam

0,9 = 99" 01 Grr » (3.1.42)

ceea ce conduce, pe baza regulii de derivare a functiilor compuse, la

d.e = %eg’”a,lgm : (3.1.43)

HE

Tnlocuid (3.1.41) si (3.1.43) in (3.1.40), obtinem pentru 9,3, W urmatoarea forma:
p929uv

a 6’16(6 0,9 v) a [ e(gp#gavgtrr(aag_m zargrra) gpf ””g“"(zaagm

Za‘rgn'a) - ng an-g#v(afgarc - Zaagrn'))] (3144)

Pe baza relatiilor (3.1.38), (3.1.39) si (3.1.44), expresia efectivd a membrului stang al
sistemului (3.1.31) devine:

oLRE oLHE aLHE
b +0 6,1——
aguv 9(0pguv) 9(9p029uv)

Z(3g*"R-R™) . (3.1.45)

Datoritd nedegenerarii metricii (g # 0) si a identatilor (3.1.45), ecuatiile (3.1.31) sunt
echivalente cu:

RW —~gWR =0, ,v=03. (3.1.46)

Ecuatiile (3.1.46) sunt chiar ecuatiile Einstein pentru cdmpul gravitational in absenta
(materiei) (3.1.18).

In continuare investigim transformarile gauge ale actiunii (3.1.28). Am determinat
anterior derivatele variationale ale denisitatii de Lagrangian (3.1.30) (indentitatea (45)) sub
forma:

SLHE o v
59 = —EQGH . (3147)
Calculam divergenta
(SLHE = — 2 (e,,GH + eGH) (3.1.48)
Souv), ~ k2N ' -

Folosind identitatile (1.3), membrul drept al relatiilor (3.1.48) devine:

HE
(‘” ) = -2 Gwve, (3.1.49)
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Vom demonstra ca derivatele covariante ale marimii e in raport cu coordonatele associate
unei harti locale sunt nule. Deoarece marimea mentionata anterior este un camp neted de
pseudoscalari, derivatele covariante ale acesteia sunt exprimate prin:

e, =e,—lge. (3.1.50)

Folosind definitiile (1.6)° ale simbolurilor Christoffel de speta a II-a, obtinem

1 1
Tap = Egaﬁgaﬁ,u = Eg,u = _Saye- (3.1.51)

Tnlocuind (3.1.51) in membrul drept al egalitatilor (3.1.50), pe baza definitilor (3.1.29)
avem ca:

e, = 0. (3.1.52)
Introducem (3.1.52) n (3.1.49) si determinam identitatile
6LHE
<6guv);v

numite identitati Noether ale actiunii Hilbert-Einstein (3.1.28). Aceste identitati sunt
expresia invariantei actiunii (3.1.28) la tranformarile gauge infinitesimale

0, (3.1.53)

669;11/ =€uv T Eyp s (3.1.54)

unde (Eﬂ)u—ﬁ sunt coordonatele locale ale unui camp tensorial infinitesimal arbitrar de tip

(0,2).
Ecuatiile Einstein cu constanta cosmologica si in absenta surselor (ecuatiile (3.1.15)
in care punem Ty, = 0) pot fi obtinute din principiul variational bazat pe actiunea:

SHE[g,] == [ d*xe(R—2 A). (3.1.55)

®(1.6): Iy, (X) = g** ()T, (x) , simbolurile Christofflel de speta a Il-a.
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3.2. Compatibilitatea dintre relativitatea generala si ecuatiile lui Maxwell

3.2.1. Introducere

Investigatia lui Einstein asupra gravitatiei a inceput in articolul lui "review" din
1907 [3]. El a discutat despre multe aspecte ale relativitatii acolo si a propus ca axioma
relativitatii speciale - ca legile fizicii sunt valabile in toate sistemele de coordonate inertiale
- sa fie extinsa si la sistemele de coordonate accelerate. El a numit aceasta principiul
echivalentei, care spune ca un observator nu poate detecta diferenta dintre un camp de forta
si un sistem de referinti accelerat. Tntr-un experiment gedanken (de gandire), el a pozitionat
doua ceasuri identice pe o linie, unul in acceleratie uniforma, al doilea fixat intr-un camp
gravitational uniform. Presupunand ca cele doud ceasuri sunt sincronizate, el a aratat printr-
un argument in intregime matematic ca rata timpul ceasului stationar depinde numai de
potentialul gravitational.

Intuitia si determinarea lui Einstein l-au condus, in cele din urma, la un sistem de
ecuatii diferentiale partiale care combina doud cantitati necunoscute, tensorul metric al
continuumului spatio-temporal, si tensorul energie-impuls reprezentand termenul de sursa
fizica care provoaca spatiul-timp sa se curbeze. Tensorul energie-impuls nu este determinat
prin principiul echivalentei, dar Einstein nu avea nevoie de el in cele doua probleme pe care
le tratase; pentru ca prin experimentul sau gedanken el stia cd componenta temporala a
tensorului metric a fost ca prima data de a produce o perturbatie a metricii Minkowski prin
adaugarea potentialului gravitational ¢. Sursa a fost in mod clar masa Soarelui, care ar
putea fi consideratd o sursa punctuald; Einstein a sustinut ca aproximarea primului ordin a
fost suficient, si astfel a obtinut solutia la problema sa.

Dar cum modelam campuri gravitationale intense generate de obiectele In miscare,
de exemplu, o stea binara sau coliziunea a doud gauri negre? Sau campuri concurente, Cum
ar fi campurile electromagnetice si gravitationale din interiorul unei stele?

Tensorul energie-impuls este fundamental pentru modelarea unor astfel de
probleme. El a fost determinat in mod unic in formularea lui Hilbert a relativitatii generale
ca 0 problema in calculul variatiilor in varietatea spatio-temporald (vezi sect. 3.2.3). Dar a
existat o problema: s-a dovedit a fi tensiunea clasica Maxwell de energie-impuls si ecuatiile
lui Maxwell erau vizute ca fiind specifice campului electromagnetic. Aceasta conduce la o
"cuplare" inexplicabild a campurilor gravitationale si electromagnetice.

Ecuatiile lui Einstein, cu tensiunea clasicd Maxwell pentru campul electromagnetic
ca tensor de energie-impuls, sunt numite ecuatiile Einstein-Maxwell. Einstein Tnsusi a
discutat despre tensorul de impuls Maxwell pentru electromagnetism ca un exemplu de
tensor covariant de energie-impuls; dar deoarece a identificat geometria spatiului-timp cu
campul gravitational, el nu a propus tensorul pentru ecuatiile sale. Scepticismul sau in
utilizarea tensorului de impuls Maxwell ca tensorul energie-impuls in teoria sa a gravitatiei
a fost justificat; nu are sens sa sustinem ca campul electromagnetic genereaza campul
gravitational.

Cu toate acestea, ecuatiile Einstein-Maxwell apar in mod repetat in intreaga
literatura de specialitate. O incercare timpurie de a combina electromagnetismul si
gravitatia intr-0 singura teorie relativista a aparut in Nordstrom [15], precedand atat pe
Hilbert, cat si pe Einstein. In urma publicarii teoriei lui Einstein si a constructiei lui
Schwarzschild a elementului de linie asociat, Reissner [21] si Nordstrdom [16] au obtinut in
mod independent tensori metrici pentru ecuatiile Maxwell-Einstein pentru optiuni speciale
ale cAmpului electromagnetic care intentioneaza sa reprezinte campul gravitational generat
de catre corpuri sferice, atat cu masa cat si cu sarcind. Metrica asociatd este cunoscutd ca
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Metrica Reissner-Nordstrom [25] Wald, Cap. 6, Problema 3. Tensorii metrici pentru
ecuatiile Einstein-Maxwell stau la baza teoriei moderne a gaurilor negre (vezi sectiunea
12.3 Wald).

Aceasta discrepanta intre teorie si practicd este rectificatd de Teorema 3.2.2.1, care
demonstreaza cd ecuatiile lui Maxwell sunt universale, independente de natura fizica a
sursei de material care generecaza campul. Urmeaza apoi Teorema 3.2.2.2 care folosind
metoda variationald a lui Hilbert combinata cu universalitatea ecuatiilor lui Maxwell pentru
a obtine o formulare a relativitatii generale bazata pe campuri Maxwelliane, in loc de
campuri de forta specifice.

Existd o a doua problemi cu formularea lui Einstein a teoriei sale. Tn [4], el a
declarat:

"Conform teoriei generale a relativitatii, gravitatia ocupd o pozitie exceptionald in
raport cu alte forte, in special fortele electromagnetice, deoarece cele zece functii
care reprezinta campul gravitational in acelasi timp definesc proprietatile metrice ale
spatiului masurat. "

Aceastd premisa a plasat campurile electromagnetice si gravitationale pe pozitii
incompatibile - cdmpul gravitational ca structurd riemanniand in spatiul-timp, campul
electromagnetic ca teorie de camp liniar pe spatiul Minkowski. Din acest punct de vedere,
Kaluza [9] a modificat lucrarea lui Nordstrdm si a lui Reissner pentru a obtine o unificare a
gravitatiei si a electromagnetismului in conformitate cu premisa lui Einstein. Ca si Hilbert,
teoria lui Kaluza s-a bazat pe 0 metoda variationala.

Electromagnetismul si gravitatia difera cu sigurantd la nivel microscopic:
interactiunea campului cu materia, de exemplu legile lui Snell de reflexie si refractie Tn
electromagnetism; si in interactiunile subatomice. Dar premisa lui Einstein nu este sustinuta
de nici un experiment fizic in cazul macroscopic si este contrazisa de Teorema 3.2.2.1.

Teorii relativiste ale gravitatiei construite pe ecuatiile lui Maxwell si invarianta lui
Lorentz sunt vazute la Heaviside [7], Lorentz [12] si Poincaré [20]. Teorema 3.2.2.1 nu
trebuie a fi interpretata ca dovada cd ecuatiile lui Maxwell sunt un model fizic valabil
pentru gravitatie. Dimpotriva: notiunile actuale despre rolul ecuatiilor lui Maxwell trebuie
sa fie reexaminat. Ele sunt doar modele aproximative ale teoriei campului - atat in cazul
electromagnetic cat si in cazul gravitatiei - valabile pentru campurile slabe. Efectele
curburii devin vizibile 1n prezenta cAmpurilor puternice.

Atunci cdnd Teorema 3.2.2.1 este incorporata in metoda variationala a lui Hilbert,
tensorul de energie-impuls Maxwell asociat cu cAmpul in cauzi se considera a fi tensorul
unic de energie-impuls care va fi folosit in ecuatiile relativitatii generale. Asadar, ecuatiile
lui Maxwell stau la baza determinarii tensorului de energie-impuls.

Universalitatea ecuatiilor lui Maxwell pune toate campurile de forta generate de o
sursd materiala pe pozitii compatibile, conducand la o teorie unificata a cAmpului in care
structura geometricd a teoriei lui Einstein nu mai este specificd niciunui cdmp de forta
fizici. In schimb, este mecanismul de transmitere si interactiune a fortelor fizice prin
curbarea continuumului spatiu-timp.

Aceste rezultate au consecinte semnificative pentru relativitatea generala. Deoarece
tensorul corect de energie-impuls nu a fost folosit niciodata, o buna parte din teorie va
trebui reexaminata. De exemplu, corpul vast de cercetare privind colapsul gravitational se
ocupd numai cu campul gravitational si ignora campul electromagnetic concurential (vezi
sect. 3.2.4); intrucat stabilitatea si colapsul gravitational final al unei stele sunt consecintele
campurilor concurente, de exemplu campurile electromagnetice si gravitationale.
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Din punct de vedere istoric, Maxwell a derivat ecuatiile sale dinamice pentru
campul electromagnetic folosind legile empirice ale electromagnetismului, in special legea
lui Faraday de inductie electromagnetica. In timp ce teoria originali a fost considerabil
simplificatd, toate derivarile existente se bazeaza intr-un fel sau altul pe Legea lui Faraday.

Este esential pentru abordarea invarianta a lui Hilbert fata de relativitatea generala
ca ecuatiile lui Maxwell sa fie invariante sub intregul grup de difeomorfism al spatiului-
timp. Formularea lui Minkowski a acestora este limitata la spatiul-timp Minkowki, unde
grupul de invariantd este grupul Poincaré. Aceastd formulare este usor extinsd pentru a
obtine reprezentarea tensoriald a ecuatiilor lui Maxwell si a fost cunoscuta atat de Einstein,
cat si de Hilbert. Lagrangianul invariant este dat in ecuatia (3.2.7); si forma invarianta
(tensiorald) a ecuatiilor este data in (3.2.38), sect. 3.2.9.

Forma vectoriald a ecuatiilor, sistemul cuplat al ecuatiilor diferentiale partiale
pentru E si B, poate fi obtinut direct din formularea lui Minkowski. Forma vectoriald a
ecuatiilor este cea mai simpld forma a ecuatiilor lui Maxwell si este omniprezenta in
literatura de specialitate, de ex. [5,10,14].

Teoria lui Hodge este limbajul natural al teoriei potentiale, iar ecuatiile lui Maxwell

au structura unei probleme de potential pe spatiul-timp 4-dimensional Minkowski.
Misner et al. [14] au obtinut ecuatiile lui Maxwell in limbajul teoriei Hodge direct din
forma lor vectoriald. Deoarece aceste ecuatii sunt specifice campului electromagnetic,
aceastd derivare nu stabileste universalitatea. Pentru a dovedi universalitatea, trebuie sa
derivam ecuatiile in mod direct, folosind Legea lui Faraday. Acest lucru se face in
sectiunea 3.2.6 prin inlocuirea legilor lui Faraday si Maxwell-Ampére prin cele doua
ipoteze ale lui Einstein de relativitate speciala. Se constatd cd ambele legi sunt valabile
pentru toate campurile maxwelliane; acestea nu sunt presupuse in prealabil, ci urmeaza ca
corolare matematice a relativitatii speciale. Derivarea se bazeaza pe 2-forme care corespund
legilor Maxwell-Ampére si Faraday; iar dualitatea Hodge joaca un rol substantial in
demonstratie.

Pentru a extinde universalitatea la formele tensioriale si vectoriale ale ecuatiilor,
este suficient sd se arate ca formularea lu1 Minkowski poate fi obtinuta direct din forma lui
Hodge a ecuatiilor; aceasta se face in sect. 3.2.7.

Metrica Schwarzschild este o solutie singularda pentru ecuatiile lui Einstein -
ecuatiile Euler - Lagrange pentru "Riemannische Krimmungsinvariant™ (Curbura scalara
Rici). Este o solutie la problema variationald a lui Hilbert? Nici macar nu este clar ca
integrala exista, datoritd singularitatii Schwarzschild. Analiza matematica a unor astfel de
singularitdti joacd un rol central in cosmologia modernd, in special teoria gaurilor negre
(Wald, capitolele 9 si 12).

Paradigma lui Hilbert, asa cum se realizeaza in Teorema 3.2.2.2, deschide calea unei
abordari matematice alternative a cosmologiei, bazatd pe calculul variatiilor. Unele
exemple sunt discutate pe scurt in sect. 3.2.3.z
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3.2.2. Declaratii teoretice

Se spune ca un camp de forta F este generat de o sursd de material constand dintr-o
densitate p si current J, ambii compact suportati, astfel incat:

pr +div -] =0; (3.2.1)
VxF=], div-F=p. (3.2.2)

Presupunem in plus ca ecuatiile dinamice satisfac cele doud axiome ale relativitatii speciale
ale lui Einstein [2] - ca ecuatiile sunt valabile in toate sistemele inertiale si ca existd o
viteza universald c care este aceeasi valoare n toate aceste sisteme. Campurile de forta care
satisfac aceste postulate vor fi numite campuri maxwelliene.

Teorema 3.221. Intr-un mediu izotropic si omogen, ecuatiile cmpului electromagnetic
nu sunt specifice campului electromagnetic, ci cuprind mai degraba o teorie matematica a
campurilor maxwelliene, indiferent de natura fizica a sursei lor.

Ecuatiile campului dinamic sunt ecuatiile lui Maxwell, iar legile lui Maxwell -
Ampere si Faraday sunt corolari matematice ale teoriei, valabile pentru toate campurile de
forta, indiferent de natura lor fizica.

Teorema 3.2.2.1 este de interes matematic in aceea ca demonstratia ei constituie
prima derivare matematica a ecuatiilor lui Maxwell bazata mai degraba pe principii, decat
pe legi empirice precum cele ale lui Faraday. Semnificatia sa fizica este esentiala pentru
demonstrarea teoremei 3.2.2.2 de mai jos. Aceasta teorema arata, printre altele, ca ecuatiile
lui Maxwell pentru gravitatie sunt necesare pentru determinarea corectd a tensorului energie
- impuls al teoriei lui Einstein. Acest lucru va fi explicat in sect. 3.2.3.

Teorema 3.222. Ecuatiile lui Maxwell interactioneaza cu ecuatiile lui Einstein a
relativitatii generale folosind metoda variationala a lui Hilbert.

Tensorul energie-impuls este determinat in mod unic, iar teoria relativitatii
generale poate fi formulata in termeni de campuri maxwelliene, in loc de campuri de forta
specifice .

Potentialele Maxwell corespunzatoare campurilor de forta distincte pot fi
suprapuse, conducdnd la o teorie unificata a campului .

Teorema 3.2.2.2 va fi demonstrata in sectiunea 3.2.3. O teorie unificatd a campului
este esentiala in modelarea structurilor masive cu campuri electromagnetice interne, cum ar
fi o0 stea (Sect. 3.2.4). Teorema aratd nu numai ca ecuatiile lui Maxwell sunt relevante
pentru gravitatie, dar si faptul ca relativitatea generala este relevanta in cazul in care
campul electromagnetic este intens, de exemplu, Tn interiorul unei stele sau al universului
timpuriu.

Pentru demonstratia teoremei 3.2.2.1 se utilizeaza substantial teoria Hodge. Un
rezumat al ideilor de baza este prezentat in sect 3.2.9. Ecuatiile statice necesita conservarea
materialului i sunt obtinute in sect. 3.2.5 ca o aplicare a teoremei de descompunere Hodge
pe E2, E3. Doi parametri €, u apar n teoria static, iar in cursul derivarii ecuatiilor dinamice
obtinem:

UE = = . (3.2.3)



Ecuatia (3.2.3) a fost esentiald pentru demonstratia lui Maxwell ca lumina este un fenomen
electromagnetic. Parametrii € si u sunt, de asemenea, esentiali pentru dovada universalitatii.
Prin (3.2.3) ecuatiile lui Maxwell in prezenta unei surse de material formeaza o
familie de ecuatii uniparametrice, etichetate de u . Parametrul e este conectat cu legea lui
Gauss pentru componenta conservatoare a cAmpului de forta si este dat de 47/G , unde G
este constanta fortei asociata cu legea patraticd inversa si este pozitiva pentru forte
respingdtoare si negativa pentru forte atractive cf. sect. 3.2.5. Din (3.2.3), avem

p=28 (3.2.4)

c2

3.2.3. Universalitatea relativitatii generale

Einstein foloseste cuvantul gravitatie in lucrarea sa din 1907, dar argumentul sau
este 1n intregime matematic si se extinde cu usurinta la orice camp de forte conservative.
De ce ar trebui atunci ca principiul echivalentei sa se aplica campului gravitational, dar nu
campului electromagnetic? Si de ce ar trebui ca propozitia - ca legile fizicii sa fie aceleasi
n orice sistem de coordonate - sa se aplica gravitatiei, dar nu electromagnetismului? El nu
spune nimic despre asta si construieste teoria relativitatii generale pe premisa ca "gravitatia
ocupa o pozitie exceptionala in raport cu alte forte, in special fortele electromagnetice ... ",
o premisa contrazisa de teorema 3.2.2.1.

Einstein [4] arata ca invarianta, impreuna cu principiul echivalentei, conduce prin
consideratii pur matematice la ecuatiile cdmpului pe o varietate semi-riemaniana cu legea
de miscare a lui Newton inlocuita de geodezica. Dar tensorul energie-impuls nu este
determinat de metode geometrice. Einstein introduce tensorul ca fiind termenul sursa pentru
ecuatiile cAmpului geometric, in mod analog cu sursa de material din ecuatiile lui Maxwell.
El discuta doua exemple fizice - tensorul energie-impuls al unui gaz adiabatic fara frecari si
tensorul de impuls Maxwell pentru cdmpul electromagnetic. Acest tensor nu este propus de
Einstein in ecuatiile sale.

Lipsa unui tensor de impuls definitiv a condus la discutii ample in literatura de
specialitate despre posibili tensori de energie-impuls, toate bazate pe argumente fizice, de
exemplu [10,14,26]. O abordare comuna este de a insuma tensorii energie-impuls ale
particulelor individuale. Exista discutii ample in literatura de specialitate, care compara
abordarile lui Einstein si Hilbert pentu obtinerea tensorului de energie-impuls . Vezi
capitolele 17 si 21 din Misner, Thorne si Wheeler. Capitolul 21 este dedicat unei discutii
despre abordarea variationala a lui Hilbert. Aceasta metoda este singurul cadru matematic
cunoscut pentru determinarea tensorului de energie-impuls.

Abordarea lui Hilbert la relativitatea generala [8] se bazeaza pe un principiu de
actiune si pe doi invarianti, K si £ . Primul este "Riemannische Krimmungsinvariant™ (mai

bine cunoscut sub numele de curbura scalari Ricci R), X = [[ K \/? dw , unde

; ork or} . .
K:g]kKjk: ng:axjk_ax]k-l_rrli jz_rrlkrjri' (3.2.5)

F}k sunt simbolurile Christoffel; iar @ dw este elementul de volum invariant, unde
g = det||g;| si do = dx?dx2dx3dx? .
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Al doilea este £ = [f L,/g dw, unde L este Lagrangianul unui sistem fizic cu
coordonatele g; si derivatele lor g; ; , invariante sub un grup de diomorfisme de spatiu-timp.
Hilbert combina cei doi invarianti ca suma; dar pentru a ne conforma cu formularea lui
Einstein a ecuatiilor, luam H = K — (L. (Parametrul { poate fi calculat pana la un numar
pur prin analizd dimensionala sect. 3.2.8).

Ecuatiile relativitatii generale sunt date de principiul actiunii §H = 0, unde
variatiile sunt preluate atat de variabilele fizice gq;, cat si de variabilele geometrice constand
din simbolurile g; ; si simbolurile lui Christoffel. Tensorul energie-impuls este obtinut din
derivata variationala

1 9JglL
mn = 7= ag;’im : (3.2.6)

Hilbert calculeaza toti invariantii i constata ca cel mai simplu caz este cel in care L
este Lagrangianul pentru ecuatiile lui Maxwell in spatiu liber. Scriind q; = A;, 4-potentialul
Maxwell, avem:

L = F;; FU, FY =g%gl'Fy, F;

A

ji — A

j = g
Expresia L este obtinuta ca o extensie a coordonatelor generale ale Lagrangianului lui
Minkowski pe spatiul Minkowski 9t al ecuatiilor lui Maxwell in spatiu liber.

Einstein si Hilbert isi bazeaza calculele pe lucrarea lui Minkowski; dar Einstein Ti
extinde pentru a include termenii sursa, in timp ce Hilbert nu o face. Rezultatul este ca
tensorul energie-impuls obtinut de Einstein este specific campului electromagnetic; in timp
ce cel obtinut de Hilbert este specific ecuatiilor lui Maxwell in spatiul liber.

Sustinem ca ecuatiile lui Maxwell 1n spatiul liber nu ar trebui sa fie considerate

specifice campului electromagnetic. Atunci cand este scris in limmbajul teoriei Hodge, ca
n sect. 3.2.6, ele iau forma dF = 0, 6F = 0, unde F este o 2-forma pe spatiul-timp 4-
dimensional Minkowski Mt*. Adicd, F este 0 2-formd armonica, un obiect pur matematic .
Pentru a pune acest lucru in perspectivi, luim ecuatia A ¢ = 0 in E3 .
Ce camp fizic reprezinta gradientul —A¢ ? Nu avem informatii. Pe de alta parte,
consideram ecuatia lui Poisson A¢p = —p/€, unde p este o densitate si € este parametrul de
putere asociat cu legea lui Gauss. Acum —V ¢ este campul de forta indus de p .

Lagrangianul asociat este (sect. 3.2.7):

1 . .
L=-3 FTE 4 pAJ" (3.2.7)
Tensorul energie-impuls obtinut din (3.2.6) este calculat explicit in sec. 3.2.8:
1 j 1 ii 1 i
Tmn = 2 <_ij Fn] + ZFij Fugmn) t+u (Am]n - Egmn Ai ]l) : (3-2-8)

Pana la un multiplu scalar, primul termen, patratic in F;;, este tensorul clasic de
energie-impuls pentru un cdmp general maxwellian. Tensorul de impuls Maxwell (farad u)
apare de-a lungul literaturii in relativitatea generald, dar este intotdeauna specific fie
campului electromagnetic, fie ecuatiilor lui Maxwell in spatiul liber .

Desi Einstein a prelungit abordarea lui Minkowski pentru a include termenii sursa,
el nu a folosit metoda variationala a Iui Hilbert si astfel nu a calculat Lagrangianul (3.2.7).
In consecinta, al doilea termen din (3.2.8) nu apare in prezentarea sa.
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Observam o varianta utila a metodei originale a lui Hilbert. Variatia §£ 1n raport cu
variabilele de camp A;, A; ; constituie o variatie sub constrangerea cd geometria spatiului-
timp este fixatd; iar ecuatiile astfel obtinute sunt ecuatiile lui Maxwell pe un spatiu-timp
curbilinar fix. Ecuatiile de cAmp ale relativitatii generale sunt obtinute prin relaxarea acestei
constrangeri, introducand X si permitand variatii atat asupra variabilelor de camp cat si a
celor geometrice g;; si I'j}, .

Aceastd abordare ocoleste principiul echivalentei, precum si postulatul ca spatiul-
timp se curbeaza in prezenta unui camp de fortd, aratand ca spatiul-timp trebuie sa se
curbeze in prezenta unui camp Maxwell cu exceptia cazului in care este constrans sa nu
facd acest lucru. Aceasta dovedeste universalitatea relativitatii generale, nemaifiind
necesare postuldri suplimentare.

Am demonstrat pand acum primele doud afirmatii din teorema 3.2.2.2; demonstratia
teoriei unificate a campului este foarte simpla. Consideram o familie de campuri
maxwelliene, indexate de k, generate de surse materiale J,; potentiale maxwelliene
corespunzatoare Ay; campurile de fortd F, j; Lagrangienii L,; si multiplicatorii Lagrange
{, corespunzatori. Punand L = )., {, L, si folosind (3.2.6) avem

_ 1 d¥gL _ 1 0vg Ykiklk _
Tonn = Vg agm™ Vg aglfnnK ‘= ZK Tmn » (3.2.9)

unde

_ 1 0Vgiklk
Kmn — \/E agmn

Presupunem ca campurile fizice liniare interactioneaza numai prin intermediul campului
geometric.

3.2.4. Energia negativa

Maxwell a analizat pe scurt posibilitatea de a aplica ideile sale gravitatiei in tractul
sau original, dar a abandonat-o din cauza implicatiilor energiei negative a unui cAmp
atractiv. El a propus un mediu luminifer, eterul, ca mediu mecanic pentru a transporta
energia undelor. Deoarece energia campului unui camp de forte atractive este negativa si nu
existd o limita inferioara asupra acelei energii, eterul ar trebui sa aiba o cantitate infinita de
energie, a argumentat el, incheind ([13] p. 493)

"Deoarece nu pot sa inteleg in ce mod un mediu poate avea astfel de proprietati, nu
pot merge mai departe Tn aceastd directie in cautarea cauzei gravitatiei".

Multe dintre argumentele referitoare la ecuatiile lui Maxwell pentru gravitatie se
bazeaza pe scurta trecere in tratatul sau. (Pais, Cap. 9 [17] si discutia din [22]). Dar Einstein
a eliminiat eterul lui Maxwell cu cele doua axiome simple ale relativitatii speciale; iar
energia negativa a cAimpului nu este nici o obstructie a derivarii ecuatiilor, nici a cuplarii lor
cu ecuatiile cAmpului relativitatii generale. De fapt, negativitatea energiei cdmpului clasic
este esentiala pentru intelegerea astrofizicii.
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Tn [22] sect. 8 este construit un exemplu simplu pentru a arita ci, in calitate de
agregate de masa sub influenta gravitatiei, energia cAmpului ajunge la —oco. Se considera
familia distributiilor de masa Gauss:

o\ 3/2 , 5
po()(2) " exp(~olx|?), x€E.
Aceste densitati au masa totala 1, in timp ce energia totala,

— ([ PX)p(¥) 3
&= ff pa— dxdy, x,y€E°,

poate fi calculata explicit si este data de:

1
1 o \2
£ =— (—) .
g 16m2 \2m

Cand o — oo, distributia de masa se prabuseste la origine p, — §(x), Intimp ce £, — —oo.

Teoria distributiilor trateaza notiunea de masa punct riguros in ecuatiile diferentiale
partiale liniare; dar rezultatul de mai sus arata ca energia gravitationala a unei mase
punctuale este —oo , indiferent de cantitate. in constructia elementului de linie
Schwarzschild se presupune ca tensorul energie-impuls dispare, iar acest lucru implica
faptul ca sursa de camp este o functie Dirac delta cu masa M localizata la origine. Astfel, un
sistem neliniar de ecuatiale diferentiale partiale descrie o sursa cu o energie negativa
infinita. Este singularitatea rezultanta, orizontul evenimentelor, o realitate fizica sau un
simplu artefact fals a asumarii unui punct de masa?

O stea se formeaza prin agregarea gazelor, de obicei hidrogen, sub actiunea
gravitatiei. Odatd cu scaderea volumului agregatului, creste temperatura si a presiunea
acestuia pana la inceperea fuziunii termonucleare si oprirea contractiei, presiunile
campurilor gravitationale si electromagnetice ajung in echilibru. In timpul contractiei,
scaderea energiei In cAmpul gravitational este compensata de cresterea energiei termice.
Aceasta aratd cd formarea stelelor, si mai general colapsul gravitational, nu pot fi modelate
numai de cAmpul gravitational; alte forme de energie trebuie incluse.

Existd un corp amplu de literatura teoretica privind colapsul gravitational, dar este
limitat de faptul ca este tratat numai cdmpul gravitational. Un model fizic realist al
dinamicii unui corp masiv necesitd combinarea a doua sau mai multe domenii distincte -
masa si energia, de exemplu - o asa-zisa teorie unificatd a cAmpului, care nu a fost gasita
niciodatd sub vechea paradigma.

Procesele complementare de prabusire si explozie gravitationald se manifesta si in
recenta observare a unei "unde gravitationale" de catre Observatorul Interferometru Laser
de unde Gravitationale (LIGO), anuntat la 11 februarie 2016 (www.ligo.caltech.edu):

"Oamenii de stiintd LIGO estimeaza cd gaurile negre pentru acest eveniment au fost
de aproximativ de 29 si 36 de ori mai mari decat masa Soarelui, iar evenimentul a
avut loc acum 1,3 miliarde de ani. Aproximativ de 3 ori masa Soarelui a fost
transformata in unde gravitationale intr-0 fractiune de secunda - cu o putere de varf
de aproximativ 50 de ori mai mare decat cea a intregului univers vizibil.”

Care este mecanismul care genereaza propagarea unde "gravitationale" ? lata o
modalitate de a privi procesul. Coalescenta celor doua gauri negre are ca rezultat o reducere
a energiei gravitationale (deja negativa) a sistemului. Aceastd scadere este transformata in
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energie, partial Tn energia termica, electromagnetica si cinetica a gaurii negre nou formate,
dar si in continuumul spatio-temporal. (Einstein [4] a notat tensorul energie-impuls al
spatiului-continuum prin t,,,). Spatiul-timp poate fi privit astfel ca mediul luminifer initial
propus de Maxwell — ca "sistemul mecanic" care transporta energia. Am sustinut mai
devreme ca teoria relativitatii nu trebuie privita ca fiind specifica campului gravitational.
Acest lucru ne permite sa vedem propagarea undei ca facand parte din structura spatiului-
timp. In timp ce sursa de energie a aparut initial din cAmpul gravitational, propagarea undei
rezultate este pur geometrica in naturd; nu mai exista surse materiale precum sarcina sau
masa implicate.

3.2.5. Campuri maxwelliene

In aceasti sectiune obtinem ecuatiile statice ale unui cAmp maxwellian; discutia din
aceastd sectiune este limitata la E3,

Functia Hodge este determinatd de elementul de volum invariant dv = dx® A dx? A
dx3; detaliile sunt date in sect. 3.2.9. Prin urmare, dx! = dx’ A dx*, unde i, j, k sunt in
ordine ciclica. Operatorul co-adjunct § =+~1 d = este atunci adjunctul formal al derivatei
exterioare d. Pe E3, * = «71 deci § = *d . Pentru dovezi si detalii suplimentare
referitoare la teoria lui Hodge, a se vedea sect. 3.2.9 si [22].

Fie F = F-dx = Fidx'si ] =] dx = J;dx*, unde F este campul de forti si J
curentul din (3.2.1) si (3.2.2). Atuci * F = Fydx/ A dx*. In cazul stationar, p, = 0, prin
urmare d * J = 0, si ecuatia. (3.2.2) ia forma:

dF =x], O6F =p. (3.2.10)

Descompunerea lui Hodge a spatiilor Hilbert A, (E*) de p-forme integrabile
patratice (teorema 3.2.9.2) implica faptul ca

MEHN=CBS, N (E3) =8B @D, (3.2.11)

unde € si $ sunt subspatiile 1-formelor exacte si co-exacte; in timp ce B si D sunt
subspatiile 2-formelor exacte si co-exacte. Prin (3.2.11) avem F = E + H,si*F =B+ D,
unde E, B sunt exacte si H, D sunt co-exacte. Prin urmare, putem scrie E = —d¢ (semnul
minus este conventional) si B = d A; si din (3.2.10) obtinem dF =x*] = dH,si 6F = p =
* dD, prin urmare dD = pdv.

Cele patru forme diferentiale, E, H, B si D formeaza structura de baza a ecuatiilor
campului electromagnetic: E si H sunt campurile electrice si magnetice, B inductia
magnetica si D deplasarea electrica Maxwell. Ecuatia dH =x ] este legea lui Ampere.
Folosim nomenclatura electromagnetismului Tn cazul general pentru orientare. Dar trebuie
sa tinem cont de faptul ca aceste rezultate nu sunt specifice campului electromagnetic.

Teorema 3.2.5.1 Exista parametrii € = e(x,n, E), u = (x,n, H), n un vector situat la
x € [E3, astfel incat:

D=e¢*xE, B=uxH. (3.2.12)

Aceste doud identitdti se numesc legi ale circumscriptiilor; in [22] au fost luate ca postulate.
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Demonstratie. Scriind D = D -dS si * E = —xd¢ = —V¢ - dS, observam ca perechea de
forme diferentiale sunt pur si simplu proiectiile campului vectorial axial D si campului
polar —V¢ de-a lungul liniei normale pe elementul de suprafata dS in x. Prin urmare sunt
multiplii scalari defacto unul altuia, multiplul scalar fiind o functie a lui x, a normalului n,
si eventual a intenstatii campului E: € = e(x,n, E).

Tn cazul lui B,H scriem B =B-dS, * B =B-dx si H=H - dx. Inlocuind dx cu
n = dx/ds, unde s este lungimea arcului de-a lungul curbei normale la o familie de
elemente de suprafata dS, observam ca * B si H sunt proiectii ale vectorului axial B si ale
vectorului polar H de-a lungul acelei curbe, deci multiplii scalari unul altuia. Ca mai sus,

* B = uH, unde u = u(x,n, H).

Mediul este izotrop daca ambii € si u sunt independenti de n si omogeni daca sunt
independenti de x. In spatiul liber, sunt ambi, de aceea sunt constante prin asumarea
invariantei sistemului.

Legile lui Snell privind reflexia si refractia in unde electromagnetice, de exemplu,
pot fi derivate matematic cand € si p au discontinuitati de salt (vezi Stratton, [24]). Daca €
si u depind de cdmpuri, ca in (3.2.12), ecuatiile de cAmp sunt neliniare; aceasta este tocmai
situatia in domeniul opticii neliniare. Dependenta non-locald in cazul electromagnetismului
este necesara pentru a explica fenomene precum aberatia cromaticd, curcubeele si prismele,
deoarece acestea sunt manifestari ale dependentei vitezei luminii de frecventa campului
(vezi (3.2.3)).

Folosind (3.2.36), ecuatiile statice sunt:

E=—dp, dD=xp, E=xD;

SE == xdxdp =xd=xD; (3.2.13)

B=dA, dH=x], B=uxH,
6B = 6dA =+d * dA =*d(uH). (3.2.14)

Ecuatiile (3.2.13) si (3.2.14) sunt in "forma divergenta"; acesta forma trebuie utilizata in
cazurile in care € si p sunt discontinue.
Intr-un mediu omogen, unde € si u sunt constante, ecuatiile se simplifica in:

SE=—xd+dp =L, 6B=xd+xdA=y (3.2.15)

€

Propozitia 3.25.2. Relatia D = € * E este echivalenta cu Legea lui Gauss impreund cu
legea patratica inversa a lui Newton pentru componenta exacta a campului. Campul este
respingator sau atractiv dupda cum e este pozitiv sau negativ.

Demonstratie. Deplasarea D, datorata unei surse punctiforme q in origine, este [22]:

D =-L I gxk adxt. (3.2.16)

4 13

Prin prima relatie din (3.2.12), rezulta ca:



Scriind £ = r/r, forta intr-o sursa punctiforma de putere g’ la r, este atunci:

E=%, =L, (3.2.17)
r 4TE

"Liniile de fortd" ies sau intra in regiunea delimitata de S, dupa cum E - n este
pozitiv sau negativ. Daca p (prin urmare q) este considerat ne-negativ in ambele cazuri,
atunci € este pozitiv sau negativ in masura in care forta este respingatoare sau atractiva.
Ecuatia (3.2.17) este legea patratica clasica inversa atunci cand G este forma negativa a
constantei Cavendish in cazul gravitatiei, si constantei lui Coulomb Tn cazul cdmpului
electrostatic.

3.2.6. Ecuatiile dinamice

Relativitatea speciald este exprimata in mod eficient prin formularea ecuatiilor
dinamice pe spatiul-timp 4-dimensional 9* Minkowski, obtinut din E* punand x* = ict.
Grupul Lorentz este obtinut direct din grupul de rotatie SO(4) pe E*; iar operatia stea este
obtinuta prin inlocuirea lui x, cu ict in (3.2.19), (3.2.20), (3.2.36) in sect. 3.2.9. Conventiile
pentru ecuatiile lui Maxwell pe IM* n cazul general sunt identice cu cele din tratatul clasic
al lui Stratton despre electromagnetism [24].

Prin teorema 3.2.9.2, operatia stea Hodge pe IM* interschimba p forme exacte cu p
4-forme co-exacte. Dualitatea Hodge este:

(A,B) == [wAA%B. (3.2.18)

Incepem prin combinarea densititii p si curentului J intr-un singur termen sursa, 1-
forma J = J;dx%, 1 <i < 4 pe M*. Dat fiind ci intrarile din matricele Lorentz sunt numere
pure, toate componentele lui J trebuie sa aiba aceeasi dimensiune. Aceasta, plus legea
conservarii (1), implica faptul ca J, = icp si 6] = 0.

Tn mod similar, combinim potentialele ¢ si A = A - dx din cazul static intr-o
singurd 1-formia A = A;dx' € A,;(9M*). Prin descompunerea lui Hodge a A, (M*), putem
scrie A = dy + 6@, dar deoarece campul este obtinut din dA, termenul dy nu are nici un
efect; prin urmare, putem presupune ca 64 = 0. Luam A, = i¢/c din motive care vor fi
explicate Tn scurt timp.

Operatia stea Hodge pe E* asociata cu elementul de volum orientat dv A dx* este:

s dx) = dx* Adxt Adxt; xdx* = —dv; (3.2.19)
wdxt Adx® =dx' Adx?*: xdxd Adx* = dxk Adxt: (3.2.20)
xdv = dx*; *dx) Adx® Adx* = dxt, (3.2.21)

Aici si jos j, k, 1 iau valori de la 1 la 3 1n ordine ciclicd. Retinem ca **= (—1)Pid pe E*.

Operatia stea Hodge pe IM* este, atunci, data prin inlocuirea lui x* prin ict in
relatiile de mai sus. Elementul de volum dv A dx* este notat cu dw. Ecuatiile lui Maxwell
in limbajul teoriei Hodge va lua, atunci, forma:
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F=dA, 6F =—y. (3.2.22)

Tn cazul specific al cAmpului electromagnetic, F este 2-forma de tip Faraday E A dt + B.
Ecuatia (3.2.22) (fara p) este obtinuta in [14] incepand cu ecuatiile lui Maxwell in forma
vectoriala.

Prima ecuatie din (3.2.22) este echivalenta cu Legea lui Faraday de inductie
electromagnetica (vezi [22]), si prin urmare nu poate fi considerata ca o axioma in cazul
general. Procedam in schimb dupa cum urmeaza. (Reamintim ca E si B sunt, respectiv, 1- si
2-forrme generale, care nu sunt specifice cAmpului electromagnetic).

Lema 3.26.1. Fiecare 2-forma exacta poate fi scrisd ca
F= 5/\ dx* + B, (3.2.23)

unde E = E;dx’/, B = B;dx* A dx' este exact, si (j, k,1) iau valori de la 1 la 3 Tn ordine
ciclica.

Demonstratie. Formele exacte in A , sunt date de F = dA, unde A = A4;dx/, si

04k _ i)ﬁ) dxJ A dx*

axi  axk

dA = Y j<kss (

94 .
&1 (aﬂ - i) dx’ Adx*.

oxJ  oax*

Rezultatul rezulta punand:

B, =2 2 L5 _ (% 24y (3.2.24)

L™ 9xi  axk’ ic oxJ  9x*

Motivul pentru alegerea lui A, este acum evident: a doua ecuatie din (3.2.24) da
Ej =—-0¢/ dx7 in cazul special cand componenta solenoida dispare.

Tn [22] Legea lui Faraday a fost reformulati ca o teorema; care in esenta spune Ca:
dat fiind orice E = E(x,t), exista o 2-forma exacta B astfel incat E A dt + B este exacta.
Dar doua axiome suplimentare au fost necesare pentru derivarea ecuatiilor lui Maxwell:
(3.2.3) si extinderea (3.2.12) obtinuta prin inlocuirea oficiald a operatiei stea pe E3 prin
aceea din M*:

*D=¢eEANdx*, *B=uHAdx* (3.2.25)
Aceste dualitati, impreund cu (3.2.3), au fost luate ca axiome si folosite pentru a dovedi ca
*F =uG, dG =x], (3.2.26)
unde F a fost 2-forma Faraday. Dualitatea (3.2.26) arata ca F este co-exacta si implica
(3.2'22)Acum aratam ca (3.2.3) si (3.2.25) pot fi derivate numai din legile constitutive

statice (3.2.12), care au fost obtinute matematic. Conditia §/ = 0, implica faptul ca
d = ] = 0, prin urmare exista o 2-forma G astfel incét, local, dG = * J. Se scrie
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G = (H Adx* —icD), unde H = H;dx/ si D = D;dx* A dx' sunt alese astfel ncét
dG = * J. In limbajul analizei vectoriale, aceasta ecuatie da ecuatia Maxwell-Ampére a
campului electromagnetic [22].

Nu exista nici o obstructie in rezolvarea ecuatiilor pentru G, dar 2-forma nu este
neaparat co-exacta.

Lema 3.26.2. Fie F 0 2-forma exacta si fie G care satisface dG = = J. Atunci * F = uG
daca si numai daca ambele (3.2.3) si (3.2.25) sunt indeplinite.

Demonstratie. Daca amble (3.2.3) si (3.2.25) sunt satisfacute, atunci
x F =*(£/\dx4+B) =éD+uH/\dx4=u(H/\dx4+$D) = uG.
In schimb, daca * F = uG atunci:
* (gl\ dx* + B) = u(H A dx* — icD).
Prinurmare, * B = uH Adx* si x E A dx* = uc?D; si (3.2.25) sunt stabilite. Rezultd ca:

Ejdx/ Adx* = EAdx* =%« E Adx* = uc? » D
= pc? * Djdx* Adx' = pc?D;dx’ A dx*.

Atunci cand campurile sunt stationare, D; = €E; din (3.2.12); de unde rezula (3.2.3).
Acum putem completa demonstratia teoremei 3.2.2.1. Avand in vedere o sursa

compact suportata J, rezolvam mai intai sistemul de ecuatii A = —uJ, A = 0. Ecuatiile
A; = —pJ; sunt obtinute global fara dificultate, deoarece ecuatiile sunt hiperbolice si J este

compact suportata. Conditia Lorentz, §4 = 0, poate fi intotdeauna obtinuta printr-0
transformare gauge daca este necesar, adica inlocuind A cu A = dy, unde vy este determinat
de ecuatia hiperbolica i = —5A.

Acum punem F = dA si G = u~! * dA. Atunci F este exactd, G este co-exacta si
dG = = J. Mai mult decat atat, « F = uG; prin urmare, rezulta legile constitutive dinamice
(3.2.26) si (3.2.3) direct din Lemma 3.2.6.2; fiind, astfel, obtinute ecuatiile lui Maxwell
(3.2.22).

3.2.7. Hodge / Minkowski.

In plus fata de universalitate, ecuatiile lui Maxwell au proprietatea remarcabila ca
Lagrangianul (3.2.7) este invariant fata de intregul grup al transformarilor de coordonate
generale. Aceste doua proprietati, universalitatea si invarianta, reprezinta temeiul pe care
este bazata teorema 3.2.2.2. Teoria Hodge, baza pentru dovada universalitatii, este limitata
la grupurile de transformare, lasand masura dw invariantd; dar cum (3.2.7) este tensoriala,
este suficient sd o derivdm 1n cazul relativitatii speciale.

Lagrangianul pentru ecuatiile lui Maxwell (3.2.22) este [22]

S=—J[[SFA+F+uAn«]=—(FF)+puA,)), (3.2.27)

ic
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unde (F, G) este dualitatea Hodge (3.18). De fapt, denotand variatia lui S prin S, obtinem
S =ic[(F,F)+ u(4,])]. Observand ca (F,F) = (d4, F) = (4,F), avem:

S =ic(4,6F +uJj).
Lasand A si variaze in functie de toate variatiile admisibile si presupunand ci acestea sunt
un set dens, obtinem §F + u J = 0, care, impreuna cu relatia F = dA, cuprind ecuatiile lui

Maxwell.
Din (3.2.23) avem

F/\*F=(gAdx4)A*(§Adx4)+B/\*B

55

= (Zj B;B; — )dw, (dw = dv A dx?),

c C
= (BB + S B ) do,
unde B/ = BisiE J = E; sunt tensorii contravarianti obtinuti prin ridicarea indicilor
utilizand tensorul metric Minkowski n = diag (=1,—-1,—1, 1).
Din (3.2.23) obtinem Fy; = B;,  Fya = Eg/ic. Inlocuind x, cu x,/i si observéand ca
B/ = F*l | etc. gasim:

1 .
(F,F) == FyF/*.

Deoarece Fj;, este un tensor covariant, contractia lui este invarianta. Termenul sursa (4, ])
este transformat in acelasi mod, astfel (3.2.7) rezulta din (3.2.27).

3.2.8. Tensorul energie-impuls
In aceasti sectiune obtinem forma explicitd a tensorului de energie-impuls (3.2.8)

direct din (3.2.6) si (3.2.7). Deoarece actiunea depinde numai de g; ; si nu de derivatele
acestora, calculul se reduce la

Tyn = C1(9) (=3 FyiFia) + C2(9) (1A]),

unde

=i i10). e (i)

Acesti doi coeficienti pot fi simplificati folosind o identitate standard din teoria matricei:

0 . .. 9 _
(E> logg = g’ (agij) logg = —gji - (3.2.28)
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A doua identitate decurge din prima, Tnlocuind matricea g;; cu inversa ei g”/. Prima deriva
din expansiunea Laplace a determinantului g = ¥; g;;A”, unde AY este cofactorul lui g;;.

.. } . . 0 L. .. .
Deoarece A este independent de g;; , rezulta ca P “"'_ = AY= gJtg, care este echivalent cu

ij
prima identitate.

Folosind (3.2.28) obtinem:

1 a . agt 1 .01 1
= 5o (J997) = st 97 e = 000~ 9  gn. (3.2.29)
Similar:

1 0 . . . . ; . 1 . .
75 agmn (Vg g*g’t) = 6.,6kg7 + 67,61 g™ — Eg”‘gﬂgmn. (3.2.30)

Asfel rezulta ecuatia (3.2.8).
Ecuatiile de cAmp ale lui Einstein (ECE) obtinute prin abordarea variationald a lui
Hilbert sunt prin urmare

Kie =K g = ¢ Ty (3.2.31)

unde Tj,este dat de (3.2.8). Parametrul ¢ este necesar pentru a potrivi dimensiunile diferite
ale celor doua parti ale lui (3.2.31). Acesta poate fi determinat pana la o constanta numerica
prin analiza dimensionala.

Fie ¢, 7, m, q denotand, respectiv, unititile de lungime, timp, masa (inertiald) si
sursa, cu £ si T restrictionati, astfel incat ¢ = #/z. Atunci [dx!] = ¢, si [d] = 1, adica
[dn] = [n] pentru orice forma diferentiald. De asemenea, [§] = [*™1 d *] = [« 1][d][+] =
1.

Pentru a calcula dimensiunea lui Tj;, observam mai intdi ca cei doi termeni din
(3.2.8) au aceeasi dimensiune: din (3.2.22) rezultd ca [F] = [A] = [u][J]; si deci ca
[F1? = [A]? = [uA]], prin urmare [F3] = [ud; J¢] = [T;]. De asemenea [J] = [J;dx!] =
[pllv]€ = [q](Y7)7Y, [J;] = q/€%7. Din legea patratici inversi (3.2.17) se deduce ca

[G] = 2232 . Prin urmare, din (3.2.4) rezulti ca [u] = m#/q?. Din ecuatia A; = —pJ; ,
obtinem [4;] = [w/;]¢? = mf/qr.
Cum g;; sunt fara dimensiuni, din (3.2.5) partea stinga a ecuatiei (3.2.31) are

dimensiunea £~2; prin urmare:

= ()% (3232)

q m

a=Slua]=¢

Einstein calculeaza ¢ direct printr-o metoda de perturbare, bazatd pe prezumtia ca
dinamica unei particule in miscare lentd intr-un cdmp slab in relativitatea generald este
aproximata de mecanica newtoniand.
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3.2.9. Teoria Hodge

Analiza vectoriala este lingua franca (limbajul comun) de astazi al matematicii si
fizicii aplicate; dar formele diferentiale au facut deja o aparitie cameo (scurta) in tratatul lui
Maxwell, de exemplu,

(dH dG)dd
dy dz) Y

este "numarul de linii de fortd magnetica care trec prin zona dydz".
Mai jos citam introducerea lui a deplasarii electrice si a curentilor sai:

"(55) Deplasarea electrica consta in electrificarea opusa a laturilor unei molecule
sau particule a unui corp care poate sau nu sa fie insotita de transmisia prin corp. Fie
cantitatea de energie electrica care ar aparea pe fetele dy.dz si un element

dx, dy, dz taiat din corp sa fie f.dy.dz, atunci f este componenta deplasarii
electrice paralela cu x. Vom folosi f, g, h pentru a indica deplasarile electrice
paralele cu x,y, z .

Variatia deplasarii electrice trebuie addugata curentilor p, g, 7 pentru a obtine
miscarea totald a electricitatii. .. " [13] pg. 480 .

Calculul exterior al formelor diferentiale, dezvoltat de Grassman, Poincare [19]
(Cap. 22) si mai tarziu Cartan [1], este compus din doua operatii, derivata exterioara d, si
produsul A, actionand pe spatiile liniare A, a p-formelor - tensori covarianti complet anti-
simetrici de rang p. Ambele operatii sunt tensioriale - adica ele sunt aceleasi in toate
sistemele de coordonate [23], sectiunile 18, 19. Calculul exterior este limbajul natural al
teoriei integrarii.

Pe operatia stea Hodge * : A ,—>A,_,, , asociata cu elementul de volum standard
dv, = dx* A ...dx™ , se obtine prin definirea actiunii sale pe formele de bazi n = dx* A
..dx' | astfel incat n A * n = dv,. Un produs interior pe A », numit dualitatea Hodge, este,
atunci, dat de:

& =[lfgnéAxn, &EneEN,. (3.2.33)

Aceasta dualitate defineste implicit o adunare formala a lui d, numita co-derivata,
8 i Apy1 = Ay, definitd de

(df; T’) = (f; 677) € EAp ) 77 e/\p+1 ’ (3234)

unde ¢, n sunt netezi si compact suportati pe E". Co-derivata care actioneaza pe A, este
data de:

8, =(=1P+1dx. (3.2.35)
(Acest rezultat a fost demonstrat in [22], Propozitia 2.1. Prima declaratie trebuie corectata

prin inlocuirea lui &8, cu 8,4 in partea stanga, apoi inlocuind p cu p — 1 in ambele parti).
Folosind aceste rezultate pentru &,, gasim:
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8y =(=1P xd+* peE’ si &=+dx peE™ (3.2.36)

Sub o transformare netedi a coordonatelor x* —» x’! pe E*, dv,, » dv,, =] d,, unde
J este Jacobianul a(x'1, ..., x' ™) /(x, ..., x™). Grupul transformdrilor de conservare a
volumului pe E™ sunt cele pentru care /] = 1. Deoarece operatia stea Hodge este definita
prin actiunea sa pe formele de baza dxt,dx? Adx¥, ..., 0 operatie stea Hodge invarianta este
definita de relatia * ' = (x &)’. Operatia stea Hodge pe E" este astfel invariantd in cadrul
grupului transformarilor de conservare a volumului.

Aceleasi argumente se aplica pe M*. Mai mult, d si A sunt tensori - sunt invariante
la ntregului grup de diffeomorfisme [23]. In consecinta, din (3.2.22) vedem ci ecuatiile lui
Maxwell sunt invariante la intregul grup de transformari de conservare a volumului, nu
doar la grupul Lorentz.

Este bine cunoscut faptul ca ecuatiile lui Maxwell pot fi scrise in coordonate
curbilinii pe o geometrie fixa a spatiului-timp (vezi [10]). Putem extinde discutia de mai sus
la aceasti situatie. Incepem prin a observa ci operatia stea este un artefact al teoriei de
integrare pe varietati diferentiabile, independent de geometria sa.

Pe 0 varietate generala riemanniana forma volumului \/5 dv,, unde g = det” Ji J||
este determinantul tensorului metric, este invariant la intregul grup de diffeomorfisme. Tn
cazul specific al relativitatii generale, n = 4 si acest element de volum a fost folosit atat de
Einstein, cat si de Hilbert. Este invariant la subgrupul care pastreaza dw (grupul de
transformari de conservare a volumului pe 9t*); prin urmare, \/5 este, de asemenea,
invariant in cadrul acestui subgrup, si prin urmare este \/E dw .

Tn coordonate curbilini pe M* operatia stea invarinata * g $1inversa ei sunt

g=yg* (o) =g, (3.2.37)

unde * este de pe E*. Ecuatiile lui Maxwell in coordonate curbilini sunt obtinute prin
inlocuirea lui & cu d,:

1 _
F=dA, §F =+ Yd\[g«F=—uj.

Aceste ecuatii sunt valabile atunci cand geometria spatiului-timp este fixata (pana la grupul
de transformari de coordonate care pastreaza volumul). Ecuatiile lui Maxwell in coordonate
generale sunt:

1 aVgFY

Fij=4—Aij, =55

=Fj =-uJ" (3.2.38)

O forma diferentiala ¢ este exacta daca & = d¢ si co-exacta daca & = 8. Operatia
stea Hodge interschimba formele exacte si co-exacte. In mod similar, & este inchisa daca
dé = 0 si co-inchis dacd 6¢ = 0. O forma diferentiald se numeste armonica daca este
inchisa si co-inchisa, adicd d§ = §¢ = 0.

Descompunerea Hodge pe o varietate compacta afirma ca fiecare p-forma (neteda)
w poate fi descompusa ca w = d¢ + én + a, unde « este armonica. Deoarece (dé, dn) =
(&,6%n) = 0, etc. este clar ca subspatiile de forme exacte, co-exacte si armonice sunt
reciproc ortogonale; prin urmare, descompunerea lui Hodge poate fi scrisa si ca:
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A= [im d] @ [im 8] @ [ker d N ker §]. (3.2.39)

Acum denotam prin A, spatiul Hilbert al tuturor p-formelor masurabile ¢ pentru
care (¢,&) < +oo. Formularea teoremei lui Hodge de mai sus conduce la o simpla dovada a
extinderii sale la aceste spatii Hilbert pe baza teoremei bine cunoscute a descompunerii
ortogonale.

Propozitia 3.29.1. Fie H un spatiu Hilbert, £ un subspatiu, iar £+ complementul sau
ortogonal. Atunci fiecare element F € # poate fi descompus ih mod unicca F = E + G,
unde E € £5i G € EL. ScriemH = ED £,

Pentru a explica lipsa diferentiabilitatii elementelor lui A, descompunerea trebuie
sd includa notiunea de derivate slabe. Spunem ca dF = G in sensul slalb, daca (dF,n) =
(G, 6n) pentru toate formele diferentiale netede n € A, CU suport compact.

O definitie similara se aplica ecuatiei §F = G. Observam ca daca dF = G 1n sensul slab si
F este C1, atunci G este continuu si dF = G n sensul puternic.

Teorema 3.29.2. Spatiul Hilbert Ay, (E™) se descompune in suma directd a fortelor exacte
si co-exacte A, = [d /\p—1] @ [6 /\p+1], unde [d /\p—1] denotd inchiderea L? a setului
liniar [dA : A €A p—l]’ etc. si in mod implicit, [d A, = [6 Ay] = 0. Atunci fiecare forma
diferentiabild F €A, poate fiscrisi ca F = dA+ 6P, unde A € Ap_; i D EA ;.

Operatia stea Hodge interschimba formele diferentiale exacte si co-exacte. Mai
precis, deoarece **= +id,

«[dA,] =600 (3.2.40)

Demonstratie. O forma armonica A satisface dA = 4 = 0, prin urmare AA = 0, unde
A=d&+8d. Scriind A = A, Adx®unde a = [iy <+ < ip], rezultd ci AA, = 0. Prin
urmare, fiecare A, este o functie armonica in sensul obisnuit pe E™. Pentru ca ele sa fie
integrabile patratice, ele trebuie de asemenea sa fie limitate, iar Tn acest caz ele sunt
constante, prin teorema lui Liouville. Aceste constante trebuie sa dispara daca A este sa fie
integrala patratica pe E™; deci nu existda componente armonice Th descompunerea lui Hodge
a lui A, (E™). Prin urmare descompunerea ortogonala (3.2.39) rezulta, imediat din
propozitia 3.2.9.1. Identitatea (3.2.40) rezulta foarte simplu:

s[dn,]={xda: a € A}={sdxB: Bp=(-D""xa € Ay} =[6Anyp)

Presupunerea cd sursa materialului este suportata compact, implica faptul cd F este
integrala patratica pe E™. Din (3.2.2), F este armonica in afara unei mingii B suficient de
mari; si putem presupune, fara pierderea generalitatii, cd §A = 0. Prin argumentul de mai
sus, AA, = 0 in afara lui B si fiecare A, = 0(r?™") la infinit. Rezultd fara dificultate ca
F =dA€n,_ (EM).
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Concluzii

Relativitatea restransa este teoria fizicdA a masurarii in sistemele de referinta
inertiale (SRI) propusd in 1905 de catre Albert Einstein in articolul sau Despre
electrodinamica corpurilor in miscare [2]. Aceasta este bazatd pe doua postulate:
principiul relativitatii restrdnse si invarianta lui c. Relativitatea restransa modifica
notiunile newtoniene de spatiu si timp afirmand ca timpul si spatiul sunt percepute diferit in
sensul ca masurdtorile privind lungimea si intervalele de timp depind de starea de miscare a
observatorului. Rezultd de aici echivalenta dintre materie si energie, exprimatd in formula
de echivalentd a masei si energiei E = mc?, unde c este viteza luminii in vid. Relativitatea
restransa este o generalizare a mecanicii newtoniene, aceasta din urma fiind o aproximatie a
relativitatii restrAnse atunci cand vitezele sunt mici in comparatie cu viteza luminii.

Postulatele Teoriei relativitatii restranse a lui Einstein pot fi exprimate in limbaj
matematic sub forma de ecuatii, numite transformarile lui Lorentz. Acestea leaga
coordonatele de pozitie si timpul unui eveniment fizic E in doud sisteme de referinta
inertiale (SRI), S si S’, unde S’ este in miscare relativa, cu viteza ¥ constantd, in raport cu
sistemul S. Aceste transformari au o serie de consecinte printre care se enumera: contractia
lungimilor, dilatarea timpului, compunerea vitezelor, relativitatea simultaneitatii si altele.

Este extrem de util sa scriem coordonatele spatio-temporale in 4-vectori de forma
X = X* = (xq,xq,%x5,x3) = (ct,x,vy,2z), cu p=0,1,2,3. Pentru tranformarea Lorentz a
acestor vectori este folosita matricea A, iar pentru ridicarea si coborarea indicilor este
folosita metrica Minkowski 7.

Timpul porpriu t reprezinta durata timpului experimentat de particula in sine. Cu
ajutorul acestuia sunt definiti 4-viteza, 4-impulsul, etc. Invariantele Lorentz sunt cantitati
fizice care raman neschimbate la transformarile Lorentz.

Densitatea de sarcind nu este invariantd Lorentz. Acest fapt sugereaza ca campurile
electrice (si magnetice) nu sunt invarinti Lorentz. Observatori in SRI diferite vor fi de acord
cu privire la modul in care un sistem electromagnetic se comporta, dar vor da explicatii
diferite pentru comportamentul sau. Campurile electrice si magnetice sunt
»interschimbabile”: dacd observatorii vad un camp electric sau magnetic intr-o anumita
situatie, depinde de sistemul de referinta al fiecaruia.

La transformarile Lorentz, cAmpurile electrice si magnetice se vor transforma unul
n altul. Existenta si modul de manifestare al cAmpurilor electrice si magnetice depind de
miscarea observatorului. Mai exact, ceea ce pare a fi un cdmp magnetic pentru un
observator, pare un camp electric pentru altul si invers.

O ecuatie exprimata exclusiv in termeni de 4-vectori si invarianti Lorentz se spune
cad este in forma covarianta si este compatibild cu relativitatea speciala. Ca exemplu putem
da ecuatia de continuitate, care putand fi scrisa sub forma covarianta (2.19), este
compatibild cu relativitatea speciald. Un alt exemplu, sunt ecuatiile lui Maxwell care pot fi
scrise sub forma covarianta (2.30), fiind astfel compatibe cu relativitatea speciald. De
asemnea, un alt aspect al electromagenetismului care este compatibil cu relativitatea
speciala este forta Lorentz; acest lucru este explicat in sect. 2.5.
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Relativitatea generald este teoria geometricd a gravitatiei, publicatd de Albert
Einstein in 1916. Ea constituie descrierea gravitatiei In fizica modernd, unificd teoria
relativitatii restranse cu legea gravitatiei universale a lui Newton, si descrie gravitatia ca o
proprietate a geometriei spatiului si timpului (spatiu-timp). Relatia fundamentala a teoriei
relativitatii generale este datd de ecuatiile de camp ale Iui Einstein, un sistem de ecuatii cu
derivate partiale.

Teoria relativitatii a lui Einstein se bazeaza pe principiul echivalentei, pe teoria
invariationla a lui Hilbert si calculul variatiilor. Cele doua paradigme nu sunt echivalente.
Folosind universalitatea ecuatiilor lui Maxwell, metoda variationalda a lui Hilbert este
utilizata pentru a determina tensorul energie-impuls, si pentru a arata cd relativitatea
generala poate fi formulata pe baza campurilor Maxwelliene, in loc de cdmpurile de forta
fizica specifice. Se dovedeste o teorie unificatd a campului, in care campurile de forta
Maxwelliane sunt pe pozitii de compatibilitate, distincte de cAmpul geometric.

Tensorul energie-impuls este fundamental pentru modelarea campurilor
gravitationale intense, generate de obiectele in miscare, de exemplu, o stea binara sau
coliziunea a doua gauri negre. De asemena, este folosit in modelarea campurilor
concurente, cum ar fi cAmpurile electromagnetice si gravitationale din interiorul unei stele.
Acest tensor a fost determinat in mod unic in formularea lui Hilbert a relativitatii generale
ca o problema in calculul variatiilor pe varietatea spatio-temporala (vezi sect. 3.2.3). Dar a
existat o problema: s-a dovedit a fi tensiunea clasicd Maxwell de energie-impuls si ecuatiile
lui Maxwell erau considerate ca fiind specifice campului electromagnetic. Acest fapt
conduce la o "cuplare" inexplicabila a cAmpurilor gravitationale si electromagnetice.

Ecuatiile lui Einstein Tmpreund cu tensiunea clasicd Maxwell pentru campul
electromagnetic, ca tensor de energie-impuls, sunt numite ecuatiile Einstein-Maxwell.

O incercare timpurie de a combina electromagnetismul si gravitatia intr-o singura
teorie relativista a aparut in Nordstrom [15], precedand atat pe Hilbert, cat si pe Einstein. In
urma publicarii teoriei lui Einstein si a constructiei lui Schwarzschild a elementului de linie
asociat, Reissner [21] si Nordstrom [16] au obtinut in mod independent tensori metrici
pentru ecuatiile Maxwell-Einstein pentru optiuni speciale ale campului electromagnetic
care intentioneaza sd reprezinte campul gravitational generat de catre corpuri sferice, atat
cu masa cat si cu sarcind electrica. Metrica asociata este cunoscutd ca Metrica Reissner-
Nordstrom [25] Wald, Cap. 6, Problema 3. Tensorii metrici pentru ecuatiile Einstein-
Maxwell stau la baza teoriei moderne a gaurilor negre (vezi sectiunea 12.3 Wald).

Aceasta discrepantd intre teorie si practicd este rectificatd de teorema 3.2.2.1, care
demonstreaza ca ecuatiile lui Maxwell sunt universale, independente de natura fizica a
sursei de material care genereazia campul. Tn teorema 3.2.2.2 metoda variationald a lui
Hilbert este combinata cu universalitatea ecuatiilor lui Maxwell pentru a obtine o formulare
a relativitatii generale bazatd pe campuri Maxwelliane, in loc de campuri de forta specifice.

Exista o a doua problemd cu formularea lui Einstein a teoriei sale. Tn [4], el a
declarat

"Conform teoriei generale a relativitatii, gravitatia ocupa o pozitie exceptionald in
raport cu alte forte, in special fortele electromagnetice, deoarece cele zece functii
care reprezintd campul gravitational in acelasi timp definesc proprietatile metrice ale
spatiului masurat. "

Aceastd premisd a plasat campurile electromagnetice si gravitationale pe pozitii

incompatibile - cAmpul gravitational ca structurd riemanniana in spatiul-timp si campul
electromagnetic ca teorie de camp liniar pe spatiul Minkowski. Din acest punct de vedere,
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Kaluza [9] a modificat lucrarea lui Nordstrom si a lui Reissner pentru a obtine o unificare a
gravitatiei si a electromagnetismului in conformitate cu premisa lui Einstein. Ca si Hilbert,
teoria lui Kaluza s-a bazat pe o metoda variationala.

Electromagnetismul si gravitatia difera cu sigurantd la nivel microscopic — 1n
interactiunea campului cu materia, de exemplu legile lui Snell de reflexie si refractie in
electromagnetism; si 1n interactiunile subatomice, care sunt domeniul mecanicii cuantice.
Dar premisa lui Einstein nu este sustinuta de nici un experiment fizic in cazul macroscopic
si este contrazisda de Teorema 3.2.2.1.

Teorii relativiste ale gravitatiei construite pe ecuatiile lui Maxwell si invarianta lui
Lorentz sunt vazute la Heaviside [7], Lorentz [12] si Poincaré [20]. Teorema 3.2.2.1 nu
trebuie a fi interpretatd ca dovada ca ecuatiile lu1 Maxwell sunt un model fizic valabil
pentru gravitatie. Dimpotriva: notiunile actuale despre rolul ecuatiilor lui Maxwell trebuie
sa fie reexaminat. Ele sunt doar modele aproximative ale teoriei cAmpului - atat in cazul
electromagnetic cat si in cazul gravitatiei - valabile pentru campurile slabe. Efectele
curburii devin vizibile in prezenta campurilor puternice.

Atunci cand Teorema 3.2.2.1 este incorporata in metoda variationald a lui Hilbert,
tensorul de energie-impuls Maxwell asociat cu campul in cauza se considera a fi tensorul
unic de energie-impuls care este folosit in ecuatiile relativitatii generale. Deci, ecuatiile lui
Maxwell stau la baza determinarii tensorului de energie-impuls.

Universalitatea ecuatiilor lui Maxwell pune toate campurile de fortd generate de o
sursd materiala pe pozitii de compatibilitate, conducénd la o teorie unificata a campului in
care structura geometrica a teoriei lui Einstein nu mai este specifica niciunui camp de forta
fizici. In schimb, este mecanismul de transmitere si interactiune a fortelor fizice prin
curbarea continuumului spatiu-timp.

Aceste rezultate au consecinte semnificative pentru relativitatea generala. Deoarece
tensorul corect de energie-impuls nu a fost folosit niciodatd, o buna parte din teorie va
trebui reexaminatd. De exemplu, corpul vast de cercetare privind colapsul gravitational se
ocupa numai cu campul gravitational si ignora campul electromagnetic concurential (vezi
sectiunea 3.2.4); intrucat stabilitatea si colapsul gravitational final al unei stele sunt
consecintele campurilor concurente, de exemplu campurile electromagnetice si
gravitationale.

Din punct de vedere istoric, Maxwell a derivat ecuatiile sale dinamice pentru
campul electromagnetic folosind legile empirice ale electromagnetismului, h special legea
lui Faraday de inductie electromagnetica. In timp ce teoria originald a fost considerabil
simplificata, toate derivarile existente se bazeaza intr-un fel sau altul pe Legea lui Faraday.

Este esential pentru abordarea invariationald a lui Hilbert fatda de relativitatea
generala ca ecuatiile lui Maxwell sa fie invariante la intregul grup de difeomorfism al
spatiului-timp. Formularea lui Minkowski a acestora este limitata la spatiu-timp Minkowki,
unde grupul de invariantad este grupul Poincaré. Aceastd formulare este usor extinsd pentru
a obtine reprezentarea tensoriald a ecuatiilor lui Maxwell si a fost cunoscutda atat de
Einstein, cat si de Hilbert.

Forma vectoriala a ecuatiilor, sistemul cuplat al ecuatiilor diferentiale partiale
pentru E si B, poate fi obtinut direct din formularea lui Minkowski. Forma vectoriald a
ecuatiilor este cea mai simpla forma a ecuatiilor lui Maxwell si este omniprezenta in
literatura de specialitate, de ex. [5,10,14].

Pentru a dovedi universalitatea ecuatiilor lui Maxwell, trebuie sa derivim ecuatiile
in mod direct, folosind Legea lui Faraday. Acest lucru se face in sect. 3.2.6 prin inlocuirea
legilor lui Faraday si Maxwell-Ampére cu cele doua ipoteze ale lui Einstein din relativitatea
speciala. Se constatd cd ambele legi sunt valabile pentru toate cdmpurile maxwelliene;
acestea nu sunt presupuse in prealabil, ci urmeaza ca corolare matematice a relativitatii
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speciale. Derivarea se bazeazd pe 2 forme care corespund legilor Maxwell-Ampere si
Faraday; iar dualitatea Hodge joaca un rol substantial in demonstratie.

Pentru a extinde universalitatea la formele tensioriale si vectoriale ale ecuatiilor,
este suficient sa se arate cd formularea lui Minkowski poate fi obtinuta direct din forma lui
Hodge a ecuatiilor; aceasta se face in sect. 3.2.7.

Metrica Schwarzschild este o solutie singulard pentru ecuatiile lui Einstein -
ecuatiile Euler - Lagrange pentru "Riemannische Kriimmungsinvariant" (Curbura scalara
Rici). Este o solutie la problema variationald a lui Hilbert? Nici macar nu este clar ca
integrala exista, datoritd singularitatii Schwarzschild. Analiza matematicd a unor astfel de
singularitati joacd un rol central in cosmologia modernd, in special teoria gaurilor negre
(Wald, capitolele 9 s1 12).

Paradigma lui Hilbert, asa cum se realizeaza in Teorema 3.2.2.2, deschide calea unei
abordari matematice alternative a cosmologiei, bazatd pe calculul variatiilor. Unele
exemple sunt discutate pe scurt in sect. 3.2.3.
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